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Rappel 1 — la régression linéaire simple ou multigl

On cherche a ajuster le modéle suivant sur ungedodnées :
y=a.x;+azx, +--+b

L’équation, linéaire, est celle de la droite (oupdan, etc.) qui passe « au mieux » dans les
points. Les parametres, a,, ..., etb peuvent étre estimés par la méthode des moindres
carrées (« least-square method »), leurs estingasiont celles qui minimisent la quantité
suivante, qui correspond a la somme des carrésadets au modele :

n
2
Z(}’i — (ayxq; + axxy; + - + b))
i=1

Sous R, en supposant I'exemple d’'une régressi@ailia simple avec une variable explicative
x et une variable a expliqugrla syntaxe suivante peut étre adoptée :

Pour calculer et tracer la régression, avec latfonan() , par exemple :

res=Im(y~x)
summary(res)
plot(res)

plot(y~x)
abline(res)

Pour rajouter, par exemple, un intervalle de cowiea la régression sur le graphe :

new=data.frame(x=seq(min(x), max(x), length=20))

p=predict(res, new, interval= "conf", level=0.99)

points(p[,2]~news$x, type="I")

points(p[,3]~news$x, type="I")

Pour calculer, par exemple, un intervalle de cowiasur les parametres de la régression :

confint(res, level=0.95)
etc., tout ceci pouvant étre généralisé a plusigungnsions.

L’ensemble des résultats statistiques peut étmnfcous la forme d'un tableau d’ANOVA,
avec la fonctioranova()

anova(res)

gui décompose et teste la variance/ dee a la régression par rapport aux variances
résiduelle et totale.



Rappel 2 — '’Analyse de la variance a un facteur oplus

On cherche ici a tester I'effet d’'un (ou de plusgdacteur(s) qualitatif(s) sur une variable
guantitative. Plus précisément, I'objectif est denparer statistiquement les moyennes de la
variable quantitative mesurée dans chacune deslitésdde la — ou des — facteur(s)
contrdlé(s). Pour ce faire, la variance totaleadedriable mesurée est décomposée en
variance due au(x) facteur(s) controlé(s) et vaear@siduelle, et ces deux variances sont
comparées par un test F.

Sous R, en supposant I'exemple d'une Analyse d&te@nce (ANOVA) sur une variable
avec un facteur ou plusieurs facteurs « factord factor2 », etc., la syntaxe suivante peut étre
adoptée :

Pour calculer TANOVA, avec la fonctiosov() , par exemple :

res=aov(x~factorl+factor2+etc.)
summary(res)

plot(res)
plot(x~factorl+factor2+etc.)

Pour calculer des statistiques pour chaque mod#iitéfacteur, par exemple :

tapply(x, factorl, mean)
tapply(x, factorl, var)
tapply(x, factorl, summary)

Le modéele linéaire général

Il se trouve que la régression linéaire présentéessous (cf. rappel 1) aurait aussi pu étre
calculée avec la fonctiaaov() ! En effet, la sortie de :

anova(lIm(y~x))

est la méme que la sortie de :

summary(aov(y~x))

La raison est que ces deux modéles, celui de faggign linéaire simple (ou multiple) et
celui de TANOVA a un (ou plusieurs) facteur(s)nsquste des cas particuliers d’'un cadre
général que I'on nomme le « modéle linéaire géngrat qui a pour caractéristiques les
éléments suivants :

1) Le modéle a ajuster est de la forme :
y=a.x;+azx, +--+b
Dans le cadre de la régression linéaire simple oltipte, c’est I'équation que I'on a vu plus

haut. Dans le cadre de 'ANOVA, les facteurs agesont préalablement codés sous forme
matricielle, et on retombe sur ce schéma linéarbate.



(Pour ceux que cela intéresse, il est possibl@cigperer la forme matricielle qui sert a
I'ajustement dans le cas d’'une ANOVA. La fonctosdel.matrix() fournie I'information
cherchéee.g., model.matrix(x~factor1) ).

2) Plus précisément, et c’est |la la remarque la phportantele modeéle a ajuster est en fait
dans tous les cas de la forme :

E() =ayx; +a,x; +-+b+c¢

Ou E(y) représente I'espérance de la varigb{qui est équivalente a sa moyenne, ou plus
précisément sa moyenne attendue) fprésente le terme d’erreive(, de bruit) non

contr6lé qui doit impérativement suivre une disitibn normale et de méme variance. C'est-
a-dire que la variance de ce terme d’erreur dogti@dépendante de la valeur des différentes
variablesx, x, etc. (qui, rappelons-le, peuvent correspondrecalage de facteurs
guantitatifs).

Accessoirement, cette hypothése forte (normaliggatité des variances) peut étre vérifiée
graphiquement en étudiant le graphe des résidest;& 'dire le graphe des valeurs de la
variabley auxquelles on retranche leurs prédictions issuenatlele. Les sorties de R
fournissent ce genre de graphes diagnostiques.

Il existe, sous R, une fonction qui permet d’ajuste modéele linéaire général, et qui rend
donc caduques les fonctioing) etaov() . Il s'agit de la fonctiogim() . Attention
cependant, le nom de cette fonction ne veut poup@asdire « general linear model »
contrairement a ce qu’on pourrait penser, maisifiégr generaked linear model », qui est
un cadre encore plus général que nous verrondpkis

Ainsi, une régression linéaire simple (ou multigdeut se calculer, par exemple, comme suit :

res=glm(y~x)
summary(res)
plot(res)

anova(res, test="F")

Et une ANOVA avec exactement la méme syntaxe :

res=glm(x~factorl+factor2+etc.)
summary(res)

plot(res)

anova(res, test="F")

Ces syntaxes retournent évidement les mémes rissgilta ceux issus des fonctiery) et
aov() , respectivement.

Le bestiaire du modéle linéaire général

Nous avons vu qu’une régression linéaire est upaggulier du modéle linéaire général.
Elle consiste a chercher a expliquer une variabénttative par une autre variable
guantitative. Nous avons vu gqu’une régression ineédaultiple I'est également. Elle consiste
a chercher a expliquer une variable quantitativeppssieurs variables quantitatives. Enfin,



nous avons vu qu'une ANOVA l'est également. Ellesiste a chercher & expliquer une
variable quantitative par une ou plusieurs autregsipble(s) qualitative(s). Dans tous les cas,
on cherche a expliquer une variable quantitativeupa ou plusieurs variables quantitatives
ou qualitatives. On tombe donc sur le tableau suij\qui donne les différents types de
modéele linéaire général que I'on peut rencontrer.

Si Alors on a

Il'y a une variable explicative qui est quantitativ Une régression linéaire simple
Il'y a plusieurs variables explicatives qui sonttés quantitatives  Une régression linéaire multiple
Il'y a une variable explicative qui est qualitative Une ANOVA a un facteur

Il'y a plusieurs variables explicatives qui sonttes qualitatives ~ Une ANOVA a plusieurs facteurs
Il y a une combinaison de variables explicativeardisatives et  Une analyse de covariance (ANACOV ou
qualitatives ANCOVA)

Et dans tous les cas, la syntaxe dans R est la reEn@erprétation des résultats également
(cf. exemples ci-dessus).

Le modéle linéaire généralisé

Nous avons vu que le modeéle linéaire général repaisene hypothése forte : le terme
d’erreur suit une loi normale et de méme variahmus avons pourtant parfois (souvent..) le
besoin d’expliquer des variables (et donc leursugg) qui ne suivent pas ce pré-requis.

Prenons deux exemples, celui ou la varighigesurée est un pourcentagg.( le
pourcentage de males ou de femelles dans uneatimpubu il 'y évidement que des males
et des femelles), et celui ou la variaplemesurée est un comptaggy(, nombre d’ceufs
pondus par une poule).

Dans ces deux cas — et d’autres encore — le simpdiele linéaire présenté ci-dessus ne peux
pas convenir et ce pour au moins deux raisons rapkas :

1) la principale et la plus importante est queisdridhution de la variable a expliquer n’est pas
compatible avec le modéle linéaire présenté citdedar exemple, dans le cas du comptage,
seules des valeurs entiéres et positives ou mlegent étre mesurées, alors que le modéle
linéaire simple ci-dessus pourra malgré tout peédes valeurs décimales et/ou négatives. De
méme, un pourcentage est par définition compris tlartervalle [0, 1] (ou [0%, 100%] ; on

ne peut avoir moins de 0% ou plus de 100% de noélete femelles) alors que le modeéle
linéaire ci-dessus pourra prédire des valeurs quirpnt sortir de cet intervalle. Par ailleurs
considérer la variable a expliquer (et son erreamme suivant une loi normale suppose une
distribution symétrique autour de la moyenne, afprs ce n’est trés probablement pas le cas,
par exemple, du comptage ou la majorité des valmesurées seront par exemple plus
frequemment vers zéro ou un que vers 100 ou 200.

2) L'autre raison est que, dans le modele linésimple (général), les variables prédictives
ont un effet linéaire sur la variable mesurée {afte se traduit par les coefficients de
régression), or ces effets ne sont peut-étre paaities en réalité. Par exemple, le nombre
d’ceufs pondus par une poule ne change peut-étipagement avec son age.



Pour tenir compte de ces points plusieurs soluttoffrent a nous. La plus répandue cons
a trouver une transformation mathématique de labkr a expliquer pour la rendre norm
(et son erreur avee) pour en stabiliser les varian. On parle de transformatio

« normalisantes.>Plusieurs sont connues. Ces transformationsmepss toutes efficaces,
leur effet normalisargst parfois difficilc & quantifier. Par ailleurs, ieste évidemer
préférable d’utiliser les données d’origine plujde leus valeurs transfornes, ne serait-ce
gue pour rendre l'intergtation des résultats plus ai. C’est dans ce cadre que se dévelc
le modéle linéaire généradigGenercized Linear Model ; GLM).

L’idée reste d'utiliser une transformation mathénag sur la variable a expliquy mais en
tenant compte cette fo-de la véritable distribution des erreurs (paeragle, une loi d
Poisson dans le cas de comps ; une loi Binomialelans le cas de pourcents, etc.). Ceci
implique entre autrque les paramétres ne sont alors plumés par lsimple méthode de
moindres carrés eomme dans le modele linéaire gén— mais par une autre métho
d’estimation 1a méthode dite ¢ « maximum de vraisemblancela fonction mathématiqu
utilisée poutransformer la variable a expliquer est ape «fonction de liel » (« link
function»), et plusieurs peuvent étre utilis selon la distribution réelle ca variable
d’intérét(et de son erreur). Du coup, le modele a ajustéedt :

f(E(}I)) = aixq + a,x, +.-+b

Ouf(...) est la fonction de lier

Cas Gaussien

Un GLM peut étre virtuellement utilisé quelle quét $a distribution de la variable
expliquery, y compris scette variable suit une loi normale de méme vagaAmsi donc, le
modele linéaire général vu dessus(testt, régression simple ou multiple, ANOVA, etest
lui-méme un cas particulier du modeéle linéaire géreg

Rappelons qu’une loi normale ae forme « en cloche symétrique de part et d’autre de
valeur maximale qui correspond a la moyenne dati@mble étudiée. El décrit la distributior
d’une varable continue. Son équation :




Des variables telles que le poids et la tailleidds/idus, la surface de cellules, le taux de
glucide, entre autres exemples, sont supposée® suie loi normale.

En toute logique, un GLM utilisé pour analyser wagable suivant une loi normale aura
pour fonction de lien la fonction identit@)=y. Et I'on retombe donc sur le modeéle linéaire
général pris ici comme un cas particulier :

E(y)=ax; +azx; +--+b
Sous R, nous l'avons vu, I'ajustement pourra se fdé la maniére suivante :

res=glm(x~factorl+factor2+etc., family=gaussian)
summary(res)

plot(res)

anova(res, test="F")

I'argument «family=gaussian » peut étre omis, car le cas gaussien est learaddgbaut de la
fonctiongim() .

Cas Poissonien

Nous voulons a présent analyser une variable d@taga (par exemple, comme nous I'avons
vu ci-dessus, le nombre d’ceufs pondus par une poule

La variable a analyser suit cette fois-ci une BRbisson qui décrit des variables discretes
positives ou nulles. Selon cette loi, la probabititobserver une valelurvaut :

e~ Ak
k!

ou A est la moyenne de la distribution et est égales@nariance (I'égalité de la moyenne et
de la variance est d’ailleurs une caractéristicrieeatte loi).

Si la moyenne est inférieure a 1, cette distribudiara une forme en « i », sinon elle aura une
forme dissymétrique, avec une « queue » sur laedroi




La fonction de lien utilisée pour analyser une atalie suivant une loi de Poissare( un
comptage) est généralement la fonction l&g)=log(y), et le modele s’appelle dans ce cas un
modéle « log-linéaire » :

log(E(y)) =a;x;+ax, +-+b
Qui peut se réécrire sous la forme suivante :

E(y) — ea1x1+a2x2+---+b

Dans le cas d’'un comptage ne pouvant prendre quealeurs positives, cette fonction de
lien est logique. Elle permet d’avoir des valewédites par le modele qui s’étendent-de
a+oo, ce qui reste interprétable alors que ca ne liapes été avec un simple modele linéaire
général, comme nous l'avons vu ci-dessus.

Sous R, I'ajustement pourra se faire de la marseneante :

res=glm(x~factorl+factor2+etc., family=poisson)
summary(res)

plot(res)

anova(res, test="Chisq")

Il est effectivement préconisé dans ce cas d'atili; test dg” («Chisq ») plutét qu’un test
F pour vérifier la significativité des effets.

Il se peut parfois que la distribution observédadeariable a expliquer ne suive pas
exactement une loi de Poisson telle qu'attendués quee sa variance.€., sa dispersion) soit
plus forte que celle issue d’une simple loi de &ans Il est possible de prendre en compte
cette possible « sur-dispersion », en remplac#ity=poisson ~ » par

« family=quasipoisson » dans la syntaxe ci-dessus. Dans ce cas, un seppéementaire

est estimé a partir des données, Ce terme, quadifii|arametre de dispersion, indique
'augmentation de la variance observée par rappoelle attendue d’'une loi de Poisson. Une
valeur de 1.0 signifie que les données suivent bienloi de Poisson, une valeur supérieure a
1.0 indique que la variance observée est supérieaedle attendue d’une loi de Poisson.

Cas Binomial

La variable mesurée est a présent une proportitne(8.0 et 1.0) ou, de maniere équivalente,
un pourcentage (entre 0.0 % et 100.0 %), par ex&rmpmme nous I'avons vu ci-dessus, la
proportion de males ou de femelles dans une popnlat

La variable a analyser suit cette fois-ci une lwidBniale qui décrit le nombre de fois ou un
événement — parmi deux possibles — se produituersgn répete I'observation (par
exemple : nombre de femelles parmi 100 individasmbre d’individus vivants sur 30 ;
nombre de faces sur 55 jets d’une piéce de monr&eén cette loi, sur répétitions, si pour
chacune d’elle la probabilité d’observer I'événer&ndié esp, la probabilité que
I'événement se produidefois est :



n!

Ho—go? AP

Par exemple, le graphe suivant donne la distribudio nombre d’as attendys=(L/6) au cours
de 10 jets d’'un des.

Généralement, on ne s’intéresse pas tant au naselfiaés ou I'on observe I'événement, mais
a sa fréquence parmi toutes les répétitidds (exemples : proportion de femelles dans
I'échantillon ; proportion d’individus vivants ; gportion de faces sur plusieurs jets d’'une
piece de monnaie). Dans ce cas, la moyenne deprefiertion vaup, et sa variance vaut

p(1-p)/n.

La fonction de lien utilisée pour analyser une atlie suivant une loi Binomialé€., un
pourcentage) est généralement la fonction laigy)=log(y/(1-y)), et le modéle s’appelle dans
ce cas une régression « logistique » :

E(y) )
log| ——=—= | =a1xy +azx, +--+b
g<1 “EQ) 1X1 2X2
Qui peut se réécrire sous la forme suivante :

1

1 + e—(a1xa+azxz+:+b)

E(y) =

Sous R, un traceé de la fonction logit peut étreobtde la maniére suivante :
curve(log(x/(1-x)), 0, 1)

Dans le cas d’'un pourcentage restant dans l'inler{@ 1], cette fonction de lien est logique
également. Elle permet d’avoir des valeurs prégitede modéle qui s'étendent deo a

400, ce qui reste interprétable alors que ca ne linpes été avec un simple modéle linéaire
général, comme nous l'avons vu ci-dessus.

Sous R, I'ajustement pourra se faire a partir dexaraniéres différentes de présenter les
données.

Dans la premiére, la variable a expliquer est cadé@eux colonnes, disogpsety,, 'une
contenant le nombre de fois ou un événemegt, (nales) a été observé, 'autre contient le
nombre de fois ou I'autre évenemeag(, femelles) est observé, dans chaque situations Dan



la seconde, la variable a expliqgueg(, I'observation d’'un méle) est codée sur une catonn
binaire qui indique si I'événement est observé@(lhon (0) pour chague mesure.

Dans le premier cas, I'ajustement pourra se far@adananiére suivante :

res=glm(cbind(y1,y2)~factorl+factor2+etc., family=b inomial)
summary(res)

plot(res)

anova(res, test="Chisq")

Dans le second cas :

res=glm(y~factorl+factor2+etc., family=binomial)
summary(res)

plot(res)

anova(res, test="Chisq")

Il est effectivement préconisé dans le cas d’'ugeession logistique également d’utiliser un
test dey” («Chisq ») plutdt qu’un test F pour vérifier la signifioté des effets.

Comme dans le cas d’'un modele log-linéaire (poervariable de comptage suivant une loi

de Poisson ; voir ci-dessus) Il se peut parfoislgubstribution observée de la variable a
expliquer ne suive pas exactement une loi Binonéle qu’attendue, mais que sa variance
(i.e., sa dispersion) soit plus forte que celle issumé’simple loi Binomiale. Ici aussi, il est
possible de prendre en compte cette possible dispersion », en remplacantamily=

binomial  » par «family=quasibinomial » dans les syntaxes ci-dessus. Dans ce cas, comme
dans le cas précédent, un terme supplémentaiest@sié a partir des données, Ce terme,
gualifié de paramétre de dispersion, indique I'aagtation de la variance observée par

rapport a celle attendue d’une loi Binomiale. Sueriprétation est la méme quand dans le
cadre du cas poissonien.

D’autres cas encore : une bréve synthése

Comme son nom l'indique, le modéle linéaire gémngéadst un outil qui peut étre utilisé dans
de nombreuses situations, afin d’analyser desblasajui présentent différents types de
distribution statistique. Nous avons vu, rapidemksst cas ou la variable suit une loi
Normale, une loi de Poisson ou une loi Binomiades qui restent les plus fréquents. D’autres
lois de distribution peuvent étre considérées, amamt & chaque fois a I'utilisation de
fonctions de lien différentes. Le tableau suivamtrtk une petite synthese des principales
situations rencontrées.

Distribution Type de données Type de GLM Fonction d lien
Normale Variable suivant une loi Modele linéaire général Identité(y)=y
normale
Poisson Comptage Modele log-linéaire Logy)F(og(y)
Binomiale Pourcentage Régression logistique Logit :
f(y)= log(y/(1-y))
Gamma Durée Modeéle Gamma avec fonction dénverse : f{)=14

lien inverse




