OuTILS MATHS Année 2017-2018

PLAN

Introduction : boite a outils mathématiques pour I’ingénieur /décideur

But :

— Revoir quelques outils mathématiques de base, dits de I'ingénieur-décideur.

— Outils pour aborder les cours d’Hydrodynamique/physique des interfaces, endommagement et
rupture, cours de modélisation (EME), de mécanique des milieux continus et d’éléments finis
(MQM).

— Prise en main d’un logiciel scientifique d’analyse de données

Matériel :

— Calculatrice scientifique

— Ordinateur équipé du logiciel SciDAVis
http ://scidavis.sourceforge.net/

Téléchargement sur les différentes plateformes (Win, Mac, Linux) de la derniére version
https ://sourceforge.net/projects/scidavis/files/SciDAVis/

— Exemples de travaux pratiques avec SciDAVis
http ://sites.unice.fr/site/raufaste /raufaste /teaching_enseignement.php

Resources :

— Les mathématiques en terminale : http ://www.academie-en-ligne.fr/Ressources/7/MA02/
— Université en ligne : http ://uel.unisciel.fr /physique/outils_nancy /outils_nancy/co/outils_nancy.html
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1 Nombres et fonctions - Quantifier, identifier, suivre

1.1 Nombres et opérations élémentaires
1.1.1 Ensemble des entiers naturels N et relatifs Z

0, 1, 2, 3455, 4432 € N
0, -2, 4, 76, -456 € Z

1.1.2 Ensemble des réels R

1. définition : nombre représenté par une partie entiere et une liste finie ou infinie de décimales.
exemples : -10, 1.62, 0.15131513...

2. nombres rationnels : écriture comme le rapport de 2 entiers
tout nombre avec un nombre de décimales fini est un rationnel

12467366842

100000000
les rationnels peuvent avoir un nombre de décimales infini

124.67366842 =

1
3= 0.3333333...

3. au contraire, les nombres irrationnels ne peuvent pas s’écrire comme un rapport de 2 entiers.
un nombre irrationnel a un nombre infini de décimales
en pratique, on approxime les irrationnels par des rationnels :

314

= 3.14159265... ~ 3.14 = —
" 100

Opérations élémentaires sur les nombres réels

1. opérations commutatives + et *, puissance

at+b=b+a
axb=bxa
axa*xa*..=a"

2. Factorisation et identités remarquables
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2az* + 4bry = 2x(ax + 2by) (a+b)? =a®+2ab+b?
a®> —b* = (a+b)(a—Db) (a—b)? =a® —2ab+b?

3. Opérations pour les nombres réels :

— valeur absolue, ou module

la] = Va2 la] =+asia>0et |a] =—asia<0
— indexation
ama" = a™mt" o " = 1
al/n _n \/a (IO -1

Attention 8% = 2 car (81/3)3 =8 =23
alors que 873 = 1/8% = 1/512 ~ 0.00195

1.1.3 Nombres complexes

https ://www.mathsisfun.com/numbers/complex-numbers.html
http ://www.academie-en-ligne.fr /Ressources/7/MA02/ALTMA02TEPA0213-Sequence-06.pdf
https ://www.edumedia-sciences.com/fr/media/127-nombres-complexes (animation)

Un nombre complexe est un nombre qui peut s’exprimer sous la forme z = a + ib, ol a et b sont des
nombres réels et i est le nombre imaginaire vérifiant 2 = —1. A noter que :

— a partie réelle, b partie imaginaire. Contient 2 informations.

— outil de résolution : polynémes, équations différentielles, intégration

— représentation dans un plan (dit “complexe”)

Expression cartésienne y A Im
z = a+ib = Relz] + ilm|z] bl o Z
a = Relz] est appelé partie réelle de z, b = Im|z] r.
est appelé partie imaginaire de z. Si Im[z] = 0, z e
est réel. Si Re[z] = 0, z est dit imaginaire pur. {0 5 Re

Expression polaire N
A Y
2= Teiﬁ _ ’glei.arg[g} AN
r = |z| est appelé module de z, § = arg|z] est
appelé argument de 2z
Lien entre les deux expressions
; o . = 0
z =re = rcos(h) + irsin() soit { Z _ :(s:?r?((e))
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et
( r = R /a2 + b2
) = arccos(ﬁ) sib>0et Va2 +b2#0

- arcsin ( L) sia>0et Va2t #0

= arctan (2) sia>0

= arctan(g)—i—ﬂ sia<0etb>=0

= arctan(g)—ﬂ sia<0etb<0

= a adapter suivant I'’exercice ...
Conjugué d’un nombre complexe z*

—i6

2" = Rez] — ilm[z] = |z]e

Opération élémentaires : on considere z; = a +ib = r; e et 2z =c+id= roeif2,

1. Addition
comme les vecteurs
z1+2=(a+c)+i(b+d)
représentez graphiquement le module et l'argument de z1 + 23
additions plus simples en utilisant I’expression cartésienne

2. Multiplication
spécifique des nombres complexes
Idem nombres réels mais avec 12 = —1
calculez z1 - zo en utilisant soit l'expression cartésienne, soit l’expression polaire
multiplications plus simples en utilisant I’expression polaire

Relations utiles
ei7r/2 -3

V—1l=ietz2=—-1—2==4i

Exercices
61’9 +87i9

1. Montrez que cos(f) = =5
2. z=re". Que vaut 2" dans les expressions polaire et cartésienne ?

3. On prend z = €. Calculer (z)? de 2 facons différentes pour retrouver les formules classiques
cos(20) = cos(6)? — sin(6)? et sin(20) = 2sin(6) cos(6)

241

, . .
4. Calculez I'expression cartésienne de 5 5

5. Calculez v/—4, Viet i+ 1

6. Déterminez les nombres complexes z tels que zz* + 3(z — 2*) = 13 + 18i

. Plusieurs méthodes sont possibles
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1.2 Fonctions

http ://www.academie-en-ligne.fr/Ressources/7/MA02/ALTMA02TEPA0113-Sequence-02.pdf
http ://www.academie-en-ligne.fr /Ressources/7/MA02/ALTMA02TEPA0113-Sequence-04.pdf
http ://www.academie-en-ligne.fr/Ressources/7/MA02/ALTMA02TEPA0113-Sequence-05.pdf

1.2.1 Définition

Application qui a un ensemble de départ associe un ensemble d’arrivée. L’ensemble de départ est aussi
appelé domaine de définition.

On peut se représenter une fonction par un schéma avec 2 bulles : une bulle pour l'espace de départ et
une bulle pour l’espace d’arrivée. La fonction est [’ensemble des fleches qui se dirigent d’un élément
de la bulle de départ vers un élément de la bulle d’arrivée. Une variable est une grandeur qui se balade
dans ’espace de départ.

1.2.2 Exemples

Donner la variable, le domaine de définition et la fonction pour les exemples suivants.

— Alain, Lisa, Jean, Marie — age de chacun. Attention l’ensemble de départ ici n’est pas un
nombre.
Que se passe-t-il si Alain et Lisa ont le méme dge ¢ Que se passe-t-il pour les ages inférieurs a
18 ans si toutes les personnes sont majeures ¢

— Entreprise avec 6 filiales — budget de chacune des filiales. Ici l’ensemble de départ est discret
et fini

— nombre entier positif n — \/n Ici ’ensemble de départ est discret et infini

— nombre réel x — ﬁ Ici ’ensemble de départ est continu

— budget d’une entreprise : recettes r, dépenses d. Le bénéfice b est défini par b(r,d) =r — d.
Ici ensemble de départ est composé de 2 sous-ensembles de 2 variables (r et d)

— fonction z = f(z,y) = ze=® Y avec z et y deux réels.

1.2.3 Représentation

une seule variable 2 cas : domaines de départ discret ou continu

1 seule variable + domaine discret : utilisation d’un tableau (filiale — budget)

numéro de filiale 1 2 3 4 5 6
budget (Meuros) || 4.2 | 5.6 | 5.8 | 6.2 | 6.0 | 6.8

représentation : utilisation d’'un axe pour 'espace de départ et d’'un axe pour 'espace d’arrivée.

2 exercices :
— 1 domaine discret filiale — budget.
— 1 domaine continu  — /= entre z = 0 et z = 10.
1l faut alors échantillonner l’espace de départ pour représenter la fonction. Par exemple 100
points. Finalement on ne peut jamais faire mieux que de se ramener a un espace de départ
discret | — application avec SciDAVis : “New — New Function Plot”

deux variables 2 cas : domaines de départ discret ou continu
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2 variables + domaines discrets : tableau lignes-colonnes (d : dépenses en abscisse, r recettes en or-
données, b = r — d en valeur

0f1]2]3]4

140|-1|-2|-3
21110 -1)-2
31211 -1
4013121110

Représentez avec SciDAVis en utilisant 'outil “New — Matriz” du logiciel.

2 variables + domaine continu : représentation par un graphique a 3 axes ou un graphique a 2D auquel
on ajoute un code pour quantifier la troisitme dimension (couleur, courbe isovaleur)

2 exemples :
— Carte de rando

au dessus de Nice.
| et \\ - =T

nnée IGN : exemple montagne du Mont Chauv
"’ﬂ-q - & o I [ AT

— fonction explicite z = f(z,y) = re—t -y

Représentez avec SciDAVis la fonction z pour x et y compris entre -2 et 2. On utilisera [’outils
“New — > 3D Surface Plot” du logiciel.

2 04
15 03
05
1 0.2
NO > 0
. ' \ : -0.2
2

(S

o

o

-1

-15

-2,
-2 -1

1

o

1.2.4 Fonctions usuelles

Fonctions polynomes
1. On appelle bindéme (ou polynéme du ler degré) toute expression de la forme P(x) = ax + b
avec a # 0
Représentation graphique : une droite de coefficient directeur non nul.
Equation P(x) = 0. La résolution peut se faire soit de facon graphique, soit analytique (z =

—b/a).
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2. On appelle trinéme (ou polynéme du 2eme degré) toute expression de la forme P(z) = ax? +
br + c avec a # 0
Représentation graphique : Une parabole dont on remarquera la présence d’un extremum et les
2 orientations possibles. Le signe de a donne ['orientation. Si on note (xo,yo) la position de
Uestremum, le trinéme peut se réécrire P(x) = a(x — x0)? + yo.

e
a>0,D0<0
a=>0,D=0
. /\
X1=x2 o] X1 £ Xg\ X
a<0,D>0
a<0,D=0
a<0,D<0

Fig. 12

Equation P(z) = 0. La résolution présente 3 cas que l'on peut effectuer graphiquement ou
analytiquement : calcul du discriminant A = b% — 4ac.

—b+VA
2a

A > (0 I'équation a 2 solutions z1 2 = et le trinéme se factorise en P(x) = a(x—x1)(x—x2)

A = 0 I’équation a une solution double z¢ = E_CIL) et le trinome se factorise en P(z) = a(z — 20)?

A < 0 pas de solution réelle
— Exemple 1 : P(z) = 22% — 19.66x + 42.96. En exercice, résoudre graphiquement 1’équation
P(z) = 0 avec SciDAVis.
Utilisez loutil File — > New — > New Function Plot. Pour cela on cherchera les solutions
entre x=0 et 10 et on prendra 20 points. Donnez les valeurs des solutions : x1 = ... et
o = ...
Reproduire I'approche en prenant 100 points
Résoudre P(x) = 0 analytiquement.
Comment concilier les différents points de vue?
— Exemple 2 : P(x) = 222 + 22 — 12. Résoudre P(x) = 0 graphiquement et analytiquement.
— Exemple 3 : P(x) = 22 — 4z + 5. Résoudre P(x) = 0 graphiquement et analytiquement.
On constate que la résolution analytique de I’équation P(x) = 0 pour un polynéme du 2nd degré
(mais aussi pour un polynoéme de fagon générale ) passe souvent par la factorisation.

3. On appelle polynome de degré n toute expression de la forme P(z) = a,2"+a, 12" +a1z+ag
avec a, # 0.

4. Factorisation : tout polynoéme de degre n peut etre factorisé par n racines, réelles et/ou com-

plexes. Les racines réelles sont les solutions de 'equation P(z) = 0 dans l'espace des réels.

— exemple : P(z) = 22 —7x +12 = (z — 3)(x — 4). L’équation P(z) =0 adoncz =3 et z =4
pour solution dans I’espace réél.

— exemple : P(z) = 22 +1 = (x —i)(x +1). L’équation P(z) = 0 n’a donc pas de solution
dans 'espace réél.

— Pour le cas du trinome, si A < 0 alors il n’y a pas de racine réelle mais les 2 racines sont
complexes et valent z; = (—b+iv/—A)/2a et x5 = (—b—i/—A)/2a

— Exercice 4 : On considere le trindme P(z) = 2% + 4z + 8. Montrer qu'il n’y a pas de racine
réelle. Factorisez le polynome en utilisant ses racines complexes.
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5. Application 1 :
En gestion/économie, on s’intéresse aux fonctions de demande et d’offre. Il s’agit de courbes
prix (abscisse, z) - quantité (ordonnée).
La pente de demande est une droite de pente négative, c’est-a-dire que lorsque les prix aug-
mentent, la quantité demandée diminue.
Au contraire, du point de vue de l'offre, plus le plus prix augmente et plus on a intérét a fabri-
quer le produit.
L’intersection de ces deux courbes définie I’équilibre du marché
Résoudre graphiquement ’équilibre offre-demande avec les fonctions suivantes :
courbe demande : d(z) =6 —x
courbe offre : o(z) = 2% + 5z + 4
Quelle erreur affichez-vous a votre client 2 Celui-ci désire avoir le résultat avec 3 chiffres signi-
ficatifs. Remplissez-vous le cahier des charges ?

Faire la résolution analytique. (Celle-ci conduit d 12 = %.)

6. Application 2 :
Faire de méme avec les fonctions :
courbe demande : d(z) = 8 — 2z
courbe offre : o(z) = z(z + 1)(x + 2)
Indices pour la résolution analytique
— > trouver une racine évidente.
— > résoudre P(z) = 23+ 32% + 42 — 8 =0
r = 1 racine évidente, soit P(x) = (x — 1)(a® + bz +¢) = (x — 1)(2? + 42 + 8).
Factorisation du polynéme : x* + 4x + 8. Celui-ci a 2 racines complezes —2 + 2i, soit P(z) =
(x —1)(z+2—2i)(z+ 2+ 2i). Ces deux derniéeres racines ne sont pas réelles et ne sont donc
pas des solutions de [’équilibre du marché.

Fonctions trigonométriques

1. Définition : cercle trigonométrique

Propriétés 2

Soit @ un cercle orienté de centre O et de rayon 1 sur lequel on choisit un point | fixé.
Soit M un point de @ et x le réel qui lui est associé.

a) Tous les réels de la forme x+kx2m ol k € Z permettent aussi de repérer le point M.

b) Parmi tous ces réels, celui qui appartient a ]—1: . n] est appelée mesure principale de
I'angle ((_)i, W)

c) Cette mesure d'angle est telle que 180°=m rad et telle que les mesures d'un angle en degrés
et en radians soient proportionnelles.

d) Pour convertir la mesure d'un angle de degré en radian, on utilise donc la proportionnalité.
Ainsi, si o est la mesure d'un angle en degrés avec 0 <o <360, et x [a mesure du méme
y . on
angle en radians dans |'intervalle [0 ; 2 |, ona x=-—.
g [0: 2] o

2. Définition : cos et sin d’un angle
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f.\Deflnltiun 2 ) ~N J

On appelle cosinus de x et sinus de x les coordonnées
de M dans le repére (0 ; 0l O.I).

On a ainsi : M ( cos x; sin x).

On considére un cercle € orienté de centre O et de LT e
rayon 1. Soit xun réel et M le point qui lui est associé.

3. Valeurs remarquables.

4. Propriétés de base

On

0 d n T n
6 4 3 2
1 ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2
0 l ﬁ é 1
2 2 2
Propriétés 3

dére un cercle tri

» Pour tout réel x on a —1<cosx<1
et ~1<sinx<1.

» Pour tout réel x, on a coszx+sin2x =1

» Pour tout réel x et tout entier rela-
tif & on a cos(x+kx2m)=cosx
et sin(x+kx21t)=sinx.

6, (c'est-a-dire un cercle de centre O de rayon 1) xun

réel quelconque et M le point de @ qui lui est associé.

Ainsi, M est tel qu‘une mesure de |'angle (a, O_M') soit xradians (a un multiple de 27 prés).
3 i 3 3 L

Sur les figures ci-dessous, M" est associé successivementa —x, m+x, T—X, 5 Gtk Par des arguments de symétrie, on peut uccessi les propri

Pour tout réel x, on a cos(—x)=cosx etsin (—x) =-sin x.

Pour tout réel x, on a cos{t+x)=—cosx et sin(x+m)=—sinx.

Pour tout réel X ona cosfr—x)=—cosx et sin(n—-x):sinx‘

Pour tout réel x, on a cos[%-x]:sinxet sin(%—x)mnsx.

Pour tout réel x, ona cos[%ﬂr]=—sinxetsin(§+x)=wsx.

5. Propriétés 2 d’addition et de duplication

C. RAUFASTE
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Propriétés 5 Formules d'addition Propriétés 6 Formules de duplication

HE miG ek det b on 2 Pour tout réel &, on a sin 2a=2sina cosa.

cos(a+ b)=cosa cosb—sinasinb; 2

Pour tout réel @, on a cos 2a= cos“a— sina ou bien cos 2a=2cos2a—1 ou

cos(a—b)=cosa cosb+sinasinb; encore cos 2a=1-2sin%a .
sin(a+b)=sina cosb+sinb cosa ;

sin(@a— b) = sin a cos b— sin bcos a.

6. Définition : fonctions cos et sin

On appelle fonction cosinus la fonction qui a tout réel x associe le réel cosx. La fonction est
définie sur R. La fonction est paire et périodique de période 2.

cos(—x) = cos(x) et cos(x 4 27) = cos(x)

On appelle fonction sinus la fonction qui & tout réel x associe le réel cosz. La fonction est
définie sur R. La fonction est impaire et périodique de période 27.

sin(—z) = —sin(x) et sin(x + 27) = sin(x)
7. Représentation des fonctions

.....................

TN

8. Dérivation : les uniques fonctions f, & une constante multiplicative prés, définie et dérivable
sur R et telles que f” = —f.

Fonction exponentielle

1. exemple : On dépose une épargne Ey de 10000 euros & un taux annuel de 4%. On souhaite
calculer la somme que 'on recoit si les intéréts sont payables 1x par an.
Apres un an, on a E(1) = Ey + 0.04Ey = Ey(1 + 0.04) = 10400
Apres deux ans, on a E(2) = Fy + 0.04E1 = E1(1 4 0.04) = Eg(1 + 0.04)? = 10816
Apres trois ans, on a F(3) = Ey + 0.04Fy = Ey(1 + 0.04) = Ey(1 + 0.04)3 = 12166

au bout de n années on a donc E(n) — E(n — 1) = 0.04 %« E(n) et E(n) = Ep* 1.04"

Utilisez Uoutil “Matriz” de SciDAVis pour calculer l’épargne jusqu’a x = 20 ans
Pour chaque année, calculez l'accroissement par rapport a 'année suivante. Celui-ci est pro-

portionnel a l’épargne correspondante. Le vérifier en tracant E(n + 1) — E(n) en fonction de

2 remarques :

— L’accroissement devient une dérivée si ’espace de départ est continu. La dérivée serait donc
proportionnelle a la fonction dans un tel exemple.

— On remarque que la variable x se trouve au niveau de ’exposant. On parle de croissance
exponentielle.
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2. généralisation : toute fonction de type exponentielle s’exprime par c.a®, avec ¢ et a constantes.
a est dénommée la base. La fonction vérifie f'(z) = In(a)f(z). On utilise souvent la fonc-
tion exponentielle de base 10 : 10*. On peut bien stur choisir n’importe quelle base suivant la
problématique. Pour I'exercice précédent on avait ¢ = Ey et a = 1.04.

3. définition : l'unique fonction f définie et dérivable sur R et telle que f' = f et f(0) = 1 est
appelée fonction exponentielle. On la note exp(z) ou e (variable en exposant de e ~ 2.72).

4. propriétés algébriques : e?tt = e%.el 7 =1/e%, e?b = 2/eb, " = ()"

5. tracé de la fonction exponentielle.
Pour tout réel z, e* est strictement positif : e > 0
Sens de variation : la fonction exponentielle est strictement croissante sur R avec lim,_~_o, =0
et limg_~ 400 = 400
En tracant la fonction, on remarque qu’elle croit plus vite que toute fonction polynomiale

6. exercice : domaine de définition et tracé de la fonction f(x) =e™*

On utilisera la symétrie par rapport a l’axe des ordonnées.

faire de méme avec la fonction f(z) = e

On remarque qu’il s’agit d’une fonction composée avec : e(®) et u(x) = —x2. Tragez séparément
u(x) et de €* pour expliquer la tendance de e~

7. extension 1 : fonctions hyperboliques. Ajoute de la symétrie
sinh(z) = ex_;ix
cosh(z) = “H—
On verra plus tard que ce sont le seul type de fonctions qui vérifie f” = f
Tracez les fonctions dans lintervale [-5 5].

Fonction logarithme

1. Définition : La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction réciproque de la fonction
exponentielle.

exp : R — ]0; +oof In:J0;+e[ >R

exp
ae?=h /\ b —Inb=a

a=Inb b =ea

2. représentation et domaine de définition
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Tracez les fonctions exponentielle et loga-
rithme. Remarquez que la fonction réciproque
= fonction symétrique par rapport a l'axe
d’équation y = x. On y retrouve aussi le do-
maine de définition : a € R et b €]0 + oo .

Placer points remarquables : 0, 1 e = 2.72

La fonction In est strictement croissante sur
[0+oc[,ln1=0etIne=1.

ATTENTION sur le graphique a et b sont in-
versés par rapport au texte.

3. propriétés

Propriété

Pour tout ade R, In(ea ) =a

Pour tout >0 : eM? = p,

Y

Propriété
a>0, b>0 etndans Z:

. In(axb):lna+|nb:

. In(l)=—lna ¥
a
. In[é]ﬂnb—-lna .
a

. In(a"): nlna ;
(

1
« In \/.;)=Elna.

o
produit
i

4. Extension : logarithme décimal : sur |0 4 oo[, fonction log(b) ou Injo(b) telle que b — Injo(b) et
Inyp(b) = In(b)/In(10). Fonction réciproque a — 10°

In(10%)

x1n(10) _

log(10%) = Inyo(10%) =

10% = (eln(lo))x _

In(10) ~ In(10)

e In(10) _ (ex)ln(lo)

Généralisation avec n’importe quelle base (2, 10, ...)

5. Application : Calcul d’intérét de 1'épargne discutée précédemment. E(t) épargne a Uinstant ¢

(temps en année). évolution de 4% par an.
E(t) = Ep(1 +0.04)

En combien de temps l'investissement de départ aura-t-il doublé ?
Effectuez la résolution graphique. T = ... £ ...

an.

Effectuez la résolution analytique. 2 = (1 + 0.04)"

C. RAUFASTE
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2 Calcul différentiel - Lisser, simplifier, approximer

http ://www.academie-en-ligne.fr /Ressources/7/MA02/ALTMA02TEPA0113-Sequence-02.pdf
http ://uel.unisciel.fr/physique/outils_nancy /outils_nancy_ch07/co/apprendre_01_01.html

2.1 Variation d’une fonction

2.1.1 Taux d’accroissement
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Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant deux réels distincts a et b.

On appelle taux d’accroissement (ou taux de variation) de la fonction f entre a et b le réel w

Graphiquement, si on note Cy sa courbe représentative et A et B les points de coordonnées (a,f(a))

et (b,f(b)), alors le taux d’accroissement est égal au coefficient directeur de la droite (AB). C’est la
pente.

Exercice : ouvrir le fichier “CoursTD_2_temps_recettes.sciprj” avec SciDAVis. Vous trouverez un ta-
bleau représentant le capital d’une entreprise (en keuros) en fonction du temps (en mois) au cours
d’une année.
— Représentez graphiquement le capital en fonction du temps.
— Calculez le taux d’accroissement moyen du capital a 'échelle de 'année en keuros/mois.
— Faites une estimation du taux d’accroissement du capital autour du 4éme mois (z = 4).
On calculera le taux d’accroissement en se basant sur les points encadrant x = 4, soit entre 3.6

et 4.4.

En pratique, SciDAVis permet de calculer directement les taux d’accroissement pour une série de
points. Par contre celui-ci est calculé en utilisant les valeurs de la variable aux points -1,4+1 (ici 3.6
et 4.4) alors que l'on a utilisé les points 0,+1 (4 et 4.4) dans 'estimation précédente. On utilise pour
cela “Analysis — > Differentiate”. On peut récupérer les données sous forme de table dans le Menu
“Format/Plot...”, puis sélectionner la courbe et cliquer sur “Worksheet”.
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2.1.2 Nombre dérivé et tangente

fa+h)

fla)

1. tangente locale :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant un réel a.
On note A et M les points de coordonnées respectives (a, f(a)) et (a + h, f(a+ h)), ou h est
un réel non nul quelconque, aussi petit que I'on veut.
La droite A}, a pour coefficient directeur.

ym —ya _ fla+h)—fla)  flat+h)—f(a)

ry—ra  (a+h)—a h

Lorsque h tend vers 0, le point M se déplace sur la courbe C; se rapprochant de A et la droite
Ay}, a pour position limite la droite A qui est la tangente a C; au point A.
La droite A est donc la tangente locale. Elle a pour coefficient directeur la limite du nombre
w lorsque h tend vers 0. Lorsqu’elle existe, cette limite est notée.

fla+h) - f(a)
h

lim
h—0

2. nombre dérivé :
Si cette limite existe, alors on note

oy e Sath) — fa)
fla) = fimy h
On dit que f est dérivable en a et f’(a) est appelé nombre dérivé de f en a

3. autre notation :
En posant = a + h, on a alors M(z, f(z))

et f(a+hf);f(a) = {@=/@) g; f est dérivable en a,

on a donc ) o
o) = i LD @) _ S0 = S0

4. Exercice 1 : Les données précédentes capital/temps sont trés bien ajustées par une fonction
polynomiale du type
P(z) = a(z — z0)? + yo

— A partir des valeurs du tableau et de leur représentation graphique, estimez rapidement g
et yo (on prendra des valeurs entieres).

— On donne a = 2. Expliquez comment vous auriez pu faire pour déterminer cette valeur.

— Superposez la fonction aux données du tableau et vérifier que ’ajustement est bon.

— Calculez analytiquement P(a + h) — P(a) pour toute valeur a quelconque entre 0 et 12.

— Calculez analytiquement (P(a + h) — P(a))/h de fagon a isoler la contribution de h (on
pensera a factoriser).
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— Retrouvez votre estimation du taux d’accroissement autour de ¢ = 4 Comparez avec le

nombre dérivé (h — 0) pour estimer Ierreur sur votre estimation. Commentez.
5. Exercice 2 : dans chaque cas, étudier la dérivabilité de f en «a :

Dans tous les cas calculer w pour la valeur de a indiquée, puis faire tendre h vers 0.

Discution graphique

— f(z) =zyx et a=0.
on trouwve v'h. Done, défini seulement pour h > 0 et tend vers 0, donc tangente horizontale,
de pente nulle.

— f(x) =z eta=0.
on trouve Lh Donc, défini seulement pour h > 0 et tend vers +oo

— f(z) =|z| et a =0.
on trouve % Donc tend vers +1 ou -1 suivant le signe de h. Pas dérivable en a = 0, mais
une tangente a gauche et une tangente a droite. C’est un point anguleuz.

2.2 Fonction dérivée et application a I’étude des variations

définition

Une fonction f est dite dérivable sur un intervalle I si elle est dérivable en tout réel de I.

La fonction qui a tout réel x de I associe son nombre dérivé en = est appelée fonction dérivée de f et
est notée f’.

notation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonction z — f’(x) est notée f’ ou % et est
appelée dérivée (premiere de f).

Les notations font bien penser que l'on regarde pour chaque point (x, f(x)) les variations (dx, df)
autour de ce point, soit df = f(x + dx) — f(z).

Si f’ est dérivable sur I, la fonction (f)" est appelée dérivée seconde de f et est notée f” ou f;TJ;.
Si f est n fois dérivable sur I alors la dérivée n-ieme de f est notée " ou fl;,{ .
2.2.1 formulaire
‘ Fonction ‘ Dérivée ‘ Type ‘ Dérivée
c Multiple (au) = av’

" Somme (utv) =u +v
sin(x) Produit (uwv) = u'v 4w’
cos(x) Quotient (%)/ - %

e’ Regle de chaine (f(w) = f'(u)

cosh(z) Fonction composée
silnh(ac) Inverse Z—“’y‘: = é ou fl—g X % =1
dx
n(z ou u(x) et v(z) sont 2 fonctions de x dérivables.

Pour le type “Inverse”, on retrouve le résultat de
facon graphique en passant de y(x) a x(y). Ceci se
fait en faisant une simple symétrie par la diago-
nale. et alors la pente devient dz/dy = 1/dy/dz.
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2.2.2 reégle de chaine (fonction d’une fonction)

On considere la fonction y(u) avec u une variable, elle-méme fonction d’une variable z. Le changement
u — x revient a effectuer un changement de variable, soit une dilatation de ’axe des abscisses.

changement de variable avec u=2x fonctions usuelles
i p——— ‘ Fonction y(u) ‘ Dérivée en fonction de x ‘
L yw) u® aua—lg_u
i
I sin(u) cos(u)g—g
= cos(u) — sin(u) 2
b 1 du
1 tan ’LL) cos2(u) dz
> eu 6ud_u
7 T4
B U
. Inu e

La dérivée de y par rapport a la nouvelle variable x s’écrit alors :

dy dy du
%(95) = %(U(x))%(x)

Le terme du/dz(x) prend en compte leffet de la dilatation ou du changement de variable sur la pente.
On peut s’en rendre facilement compte en prenant u = 22 dans ’exemple ci-dessus.

Autre exemple, on considere : y(u) = cos(u) et u(x) = x2, soit y(z) = cos(x?).
— Dans SciDAVis, prendre 100 points entre z = 0 et 4.5. Calculer dans deux autres colonnes les
u et y correspondants.
— Utilisez Plot— >3D plot pour tracer les 3 grandeurs x, u et y les unes en fonction des autres.
En tournant 1'objet, représentez u(z), y(u) puis y(x).
Calculez analytiquement la dérivée dy/dz pour cet exemple.

Faire de méme avec les fonctions y(u) = cos(u) et u(z) = 20 * cos(z), soit y(z) = cos(20 * cos(x)).
Prendre 1000 points pour z entre 0 et 10.

2.2.3 application a I’étude des variations

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1.

La fonction f est croissante sur I si et seulement si pour tout = de I, f'(z) >0
La fonction f est décroissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f/(x) <O0.
La fonction f est constante sur I si et seulement si pour tout = de I, f/(x) =0

En conséquence, si on considere f sur un intervalle I contenant un réel a.

Si f admet un extremum local en a alors f/(a) = 0.
Si f’ s’annule en a en changeant de signe alors f admet un extremum (maximum ou minimum) local
en a.
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2.2.4 exemples/exercices
1. En utilisant les régles de différentiation élémentaires, calculer la dérivée des fonctions suivantes :
422 + 3sin(ax) x sin(ax) (23 4 2)* tan(z) (2% — 42%) In(32) e 2’
2. L’activité d’une entreprise sur les 4 derniers mois est représentée par la fonction
f(z) = a(x —3)% + 5,

avec x compris entre 0 et 4 pour les 4 mois. Remplir le tableau de variation ci-contre et tracer la
fonction pour x compris entre 0 et 4. En déduire les périodes d’augmentation ou de diminution
de l'activité.

| z [ 0 4]
signe de f'(x)

f(z)
3. Etude de la fonction :

f(z) = 2* + 82 + cx? | avec ¢ > 0 0o | zzztzz:ﬁiz
Sur le graphique ci-contre, on a tracé f(z) pour 80 y=x*+8x3+18¢
différentes valeurs de ¢ = 16, 17, 18 et 19. o \ y=x*+8x%+19:¢
1) Pour chacun des cas, donner I'allure du ta- =
bleau de variation correspondant. = 40
2) En calculant f'(x), retrouver la condition 20
sur ¢ (¢ = 18) pour passer d'une courbe a 3
extremums a une courbe a un seul extremum. 0

3) Bien saisir la différence entre extremum et z
point d’inflexion
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2.3 Développement limité - approximer
2.3.1 Approximation linéaire

On remarque que la tangente d’une fonction f a un point zg est une approximation linéaire de la
fonction f au voisinage de xg. Soit

f(@) 2 f'(wo) (@ — o) + f(x0)
Le terme de droite correspond & I’équation de la tangente y = ax + b avec a = f'(zg) et b = f(xg) —
f'(zo)zo.

Faites un schéma pour faire sentir les choses

2.3.2 Généralisation et développement limité

But : améliorer I'approximation linéaire.

Sur le méme schéma que précédemment, montrez que I’'on peut améliorer l'approxzimation en rajoutant
des ordres supérieurs.

Un développement limité (DL) d’une fonction f au voisinage d’un point zy est une approximation
polynomiale de cette fonction en ce point. La fonction peut donc s’écrire sous la forme de la somme
d’une fonction polynome et d’un reste qui peut étre négligé lorsque la variable est suffisamment proche
du point considéré.

n

f(z) ~ ag + a1 (z — x0) + ag(x — 20)® + ... + an(z — 20)" = Z ai(z — xg)
=0

En supposant que f est continue et que ses dérivées sont continues jusqu’a l'ordre n, on peut montrer

que les coefficients du polyndéme peuvent s’exprimer sous la forme a; = w :
e (") (2 noF@) (g ,
(@) = o) + f(wo)(w — wo) + L ; 0 (5 — zo)2 4. + fi('o)(x —w) =Y f.iﬁo)(w ~ )’
! n! el

Il s’agit du développement de Taylor. Si 'on se contente d’un développement d’ordre un, on parle
d’approximation linéaire, d’ordre deux d’approximation parabolique ou harmonique.

2.3.3 Approximations usuelles

On peut retrouver facilement les premiers termes des DL des fonctions usuelles. En notant € = x — zg,
on considere les développements autour de x = zg ou e =0 :

Fonction et approximation autour de € = 0 jusqu’au 2eme ordre ‘

(1+€)n21+n6+%62—|—...

= ~lteted + o
In(1+e)~e—e/2+...
e ~1+et+e?/2+..
sin(e) ~ e+ ...
cos(e) ~1—¢€2/2/...

Remarque : le développement conserve la symétrie de la fonction (parité).
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2.3.4 Exercices

Exercice 1 : Le bénéfice d’une entreprise est donné par la fonction b(x) ol = représente les mois d’une
année et varie entre 0 et 12. On donne b(x) = 4ze=*/2. On cherche Papproximation parabolique de
b(x) autour de xg = 8. Pour cela :

1. Effectuer le tracé avec SciDAVis.

2. Déterminer de fagon graphique b(8) et &'(8) et en déduire le DL d’ordre 1 (approximation affine)
autour du point g = 8. On discutera l'effet de la discrétisation choisie.

3. Déterminer ce méme DL en utilisant la fonction “ajustement linéaire” sur un intervalle et une
discrétisation bien choisis.

4. Effectuez le calcul analytique. On posera x = 8 4 € et € sera donc une quantité qui tend vers 0
quand x tend vers 8.

5. Calculez approximation parabolique (ordre 2) autour de ce méme point (utilisez soit le développement

de Taylor soit un développement limité) ? Représentez la avec Scidavis.
Exercice 2 : Faire de méme avec les fonctions et points suivants :
1. b(x) = cos(2mz/12) autour de z¢g = 2, 3 et 6.
2. b(z) = 4ze~*/? autour de xg = 0 et 2.

3. b(z) = 296?/4; en oy =1

2.3.5 Ajustement

L’ajustement est une technique d’analyse de données consistant a construire une courbe a partir de
fonctions mathématiques et d’ajuster les parametres de ces fonctions pour se rapprocher des données.
On parle d’ajustement affine si la fonction est celle d’une droite, d’ajustement polynomial si on utilise
un polynome ...

Ajustement linéaire Sur la figure ci-contre on représente deux séries de points avec une tendance
affine. Les barres d’erreur (AY') sur la série de gauche sont plus petites. En résulte que les points sont
moins “dispersés” que sur la série de droite. Dans les deux cas on cherche a ajuster ces points par une
droite, Y (X) = aX +b.

= N IN}

“ S} v
|

w

a

Y Axis
_
o
b by b by e
ol
Y Axis
=
w
b b b bvres b b e |

!
HHW }

O T TT | T T7T | T T T | T T7T | T TT | T T T l T 17T | _5 L | T 17T I L | L | 1T | L | L |
-2 0 2 4 6 8 10 12 -2 0 2 4 6 8 10 12
X Axis X Axis

La méthode des moindres carrés permet de sélectionner parmi une famille de fonctions, celle qui
reproduit le mieux les points. Elle suppose que la fonction qui décrit le mieux les données est celle qui
minimise la somme quadratique des déviations des mesures aux prédictions.
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On prend l'exemple d’un ajustement linéaire Y = aX +b de N points (X;,Y;). a et b sont & déterminer.
Ceux-ci minimisent la fonction

N
S(a,b) = (Vi —aX; —b)* =) ri(a,b)?

i=1 i=1

ou les r;(a, b) sont les résidus du modele. S(a,b) peut étre considéré comme une mesure de la distance
entre les points et I’ajustement. La prescription des moindres carrés commande que cette distance soit
minimale.

La méthode des moindres carrés permet aussi de calculer 'incertitude sur les coefficients & partir des
résidus. L’incertitude sur les points AY ne rentre pas en compte dans le calcul, bien que son empreinte
le soit. En effet, plus AY est grand, plus les points sont dispersés et plus I'incertitude des coefficients
est grande.

Exercice 1 :

Les points des graphiques se trouvent dans le fichier “CoursTD_2_ajustement_dispersion_01.sciprj”.
Ouvrir ce fichier. Il contient 3 colonnes (X, Y, AY).

1. Tracer les points avec les barres d’erreur. Pour cela il faut sélectionner la colonne AY puis
“Set Column(s) As — > Y Error”. Tracer le graphique Y (X). Ajouter les barres d’erreur avec
“Graph — > Add Error Bars”.

2. Effectuer 'ajustement linéaire avec “Analysis — > Quick Fit”

3. Donner les coefficients avec leurs incertitudes. Expliquez/Discutez les valeurs des incertitudes
données par le logiciel.

Ajustement non linéaire L’ajustement par une courbe différente d’une fonction affine est basée
sur la méme méthode des moindres carrées. Par contre dans le cas non-linéaire, il n’est pas dit que
I’algorithme converge vers la solution qui minimise la somme quadratique des déviations .S. Il convient
alors de garder un oeil critique sur la solution obtenue et d’aider le logiciel a trouver la bonne solution
en lui donnant des parametres de départ proches de ceux de la solution.

Exercice 2 :
Reprendre les points du fichier “CoursTD_2_temps_recettes.sciprj”. On a montré que l'on pouvait
I’approximer par le polynéme
P(z) = a(z — 0)* + yo,
avec a = 2, xg = 5 et yo = 50. En utilisant la fonction “Analysis/Fit Wizard”, montrer que I’ajustement

opéré par SciDAVis donne un résultat correct.

Vérifier ce que donne le logiciel si les données sont bruitées (colonne 3 du fichier “CoursTD_2_temps_recettes_bruit.scipr
Donner la valeur des parametres d’ajustement. Que représentent les incertitudes qui leur sont as-
sociées ?

Exercice 3 :

Ouvrir le fichier “CoursTD_2_ajustement_exp_2p.sciprj”. On trace I’évolution de 'amortissement d’un
emprunt (keuro) en fonction du temps (année) sur une échelle de 10 ans. Celle-ci semble décroissante.
On propose un ajustement avec une fonction exponentielle décroissante avec deux parametres.

Proposer une fonction d’ajustement exponentielle f(z) avec 2 parametres libres. Ces 2 parameétres
pouvant refléter 'amplitude de l’amortissement et le temps caractéristique de l'amortissement. Si
vous n’avez pas de suggestion, partez sur f(r)=a - e™/Y avec les paramétres a et b & ajuster.

Utiliser le logiciel pour effectuer I’ajustement et obtenir la meilleure valeur des parametres.
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Exercice 4 :

Ouvrir le fichier “CoursTD_2_ajustement_cos_4p.sciprj”. On trace I’évolution du budget (keuro) en
fonction du temps (années) sur une échelle de 10 ans. Celle-ci semble périodique. On voudrait déterminer
précisemment la période en utilisant un ajustement.

Proposer alors une fonction d’ajustement f(x) avec parametres libres. Justifier que I'on a besoin d’au
moins 4 parametres libres. Donner le sens de chacun des parametres.

Utiliser le logiciel pour effectuer l'ajustement. On pourra constater que celui-ci ne converge pas
forcément et peut nécessiter un peu “d’aide” sur le choix initial des valeurs des parametres libres.
Que vaut la période ?

Calculer alors analytiquement la dérivée de f(z) en tout point x
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2.4 Processus de différentiation et fonctions de plusieurs variables
2.4.1 Variations infinitésimales

Refaire schéma pour les explications autour d’un moint Mo(zo)

Soit f une fonction continue en z. On considére une variation dz autour de zg, correspondant une
valeur §f = f(zg + dx) — f(xg). Si dx reste “petit” alors 'approximation linéaire (par la tangente
locale) conduit &

0f = f'(z0)dx

Lorsque dz devient infiniment petit (on le notera alors dz et on parle de variation infinitésimale), alors
Papproximation devient exacte (la pente est exactement égale & la tangente locale) et la variation
infinitésimale df de f autour de zg s’écrit donc exactement

df = f'(xo)da

2.4.2 Fonctions de plusieurs variables

On étend ce que l'on a vu sur la différentiation et la dérivation aux fonctions a plusieurs variables.
Considérons f(z,y) une fonction des deux variables x et y.

1. dérivées partielles : la dérivée partielle d’une fonction est la dérivée par rapport & I'une de ses
variables, les autres étant gardées constantes. Cela revient a étudier la fonction en faisant une
coupe suivant I'un des axes.

2. exemple 1 : Reprendre carte IGN du Mont Chauve.

04
15 03
1 0.2
05 01
~ 0 0
-05 -0.1
1 -02
s -03
) -1 0 1 2 o Y -2 -2 X
X

3. exemple 2 : f(x,y) = ze= Y,
En utilsant SciDavis, Tracez f(x,yo = 0) en fonction de x, ainsi que f(zo = 0,y) en fonction de
y. Donner une estimation alors de la valeur des deux dérivées partielles autour du point (0,0).
Calculer analytiquement cette fois les dérivées partielles au point (0,0).

4. L’approximation linéaire de f(z,y) autour du point Mg(xg,yo) s’écrit :

f(z,y) ~ f(xo,y0) + % ) (z0,y0) - (¥ — x0) + g—i w(xoyyo) (¥ — vo)

C. RAUFASTE 22/48



OuTILS MATHS Année 2017-2018

. La variation infinitésimale df lorsque I'on se déplace autour du point Mg(zg,y9) d'une quantité
infinitésimale dz suivant x et dy suivant y s’écrit alors :

af of
df =df, +df, = =1 (xo, -dr + =—| (zo, -d
If = df, + df, aﬂty(oyo) 8yz(0y0) Y

. exemple 3 : Calculez les dérivées partielles autour du point E (1/ \/5,0) ? Sur la représentation de
la fonction, a quel point correspond E 7 Y’a-t-il d’autres points qui vérifient la méme propriété ?
Lesquels.

. Propriétés pour 'étude de fonctions : chaque extremum (maximum ou minimum) ou point
d’inflexion (z.,y.) de la fonction f(z,y) vérifie

of
ox

0
(2es9.) = 0 et a—g (Tes9e) = 0

xT

Y

. Propriété importante :
Pour une fonction f(z,y) de deux variables dont les dérivées partielles sont elles-méme dérivables,
alors on a le théoreme de Schwartz valable en tout point (x,y) :

Exercice 1 : Calculez les dérivées partielles des fonctions suivantes :

2

flz,y) = $3(1H(33) + yz) et f(z,y) = :Ee_x2_y

Exercice 2 : Retrouvez les extrema de la fonction

2

fla,y) = we

De la méme fagon, trouvez les extrema (minima et maxima) des fonctions

flay)=@-12+y" et floy) =aye™ ¥ et flz,y) =2+’

Exercice 3 : Sur I'exemple de la fonction f(z,y) = 22 — y?, définissez ce qu’est un point “selle”. Pour
cela, aidez vous d’un tracé avec SciDAVis et faites une recherche d’extrema.

2.4.3 Gradient et direction de la variation

Le gradient est défini en tout point (x,y) comme le vecteur

gr?:zdf(a:,y) = %‘ (xay)gx + g_.; (x7y)€y
Y T

Le gradient donne donc en plus une information de direction, celle des variations maximales de f,
direction orthogonale & celle des variations nulles de f.

En notant dM une variation dans Iespace (donc un vecteur) a la fois d’une quantité dz suivant z et
dy suivant y. Soit

dM = dxé, + dye,

Alors la variation infinitésimale df lorsque 'on se déplace de dM autour du point M(z,y) s’écrit

0
=2

dx+g

dy = gr?td f.dM
dy

xT

Y
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3 Sommer, intégrer

http ://www.academie-en-ligne.fr /Ressources/7/MA02/ALTMA02TEPA0213-Sequence-07.pdf

3.1 Définitions et propriétés fondamentales

3.1.1 Primitive

Une primitive d’une fonction f sur un intervalle [a b] est une fonction F'(z) de la variable = dérivable
sur [a b], de dérivée égale & f :

d
%F(x) = f(x)

Il existe une infinité de primitives. Deux primitives sont égales a une constante C pres. En effet
d d
o (F(2) +C) = zF(z) = f().

3.1.2 Intégration

On considere une fonction f continue et positive sur un intégrale [a b] (a > b), alors l'intégrale de f

sur [a b] notée
b
/ f(x)dx

est définie comme l'aire de la surface comprise entre a et b sous la courbe d’équation f(z). Cette
définition peut étre généralisée quelque soit le signe de la fonction en comptant négativement 1’aire
des parties négatives.

flx) y

Propriétés : soit ¢ € [a D]

/a ) = / " f(2)de + /  fa)ds

b a
/ f(x)dx = — / f(x)dx  (généralisation pour toutes bornes)
a b

Remarque : 'intégrale de la fonction cosinus ou sinus sur une période est nulle
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3.1.3 Propriété fondamentale :

Les concepts de “primitive” et d’ “intégration” sont intimement reliés. Si on considére une fonction f
intégrable sur un intervalle [a b]. Alors toute primitive F' de f de la variable = € [a b] peut s’écrire
comme une intégrale de f suivant

F(z) = /wf(ac’)dx/—i-F(a)

En pratique on peut trouver l'écriture rapide (mais intrinséquement incorrecte) F(z) = [ f(z)dz,
mais il ne faut jamais oublier qu’il y a une infinité de primitives a une constante C' pres.

3.1.4 Exercice :

Vérifiez la propriété précédente sur l’exemple simple suivant. On considére la fonction linéare f(x) =
a * x avec a un réel positif.

(a) Donnez 'expression générale des primitives de f.

(b) En utilisant un argument géométrique, calculez l'aire de la surface comprise entre 0 et = sous la
courbe représentative de f.

3.2 Regles élémentaires
3.2.1 Fonctions paires/impaires

On note fT, respectivement f~, une fonction paire, respectivement impaire. Par symmétrie, quelque
soit a on a alors

0 a a 0 a
fH(x)dr = / fH(x)dr et donc fH(x)dr =2 fH(x)dr = 2/ fH(x)dx
—a 0 —a 0

—a

0 a a
f(z)dx = —/ f(x)dx et donc f(x)dr =0

Vérifier ces formules en tracant sur un graphique un exemple de chaque.

3.2.2 Primitives élémentaires

[ z"da % +C (n# -1 Exemples. Calculez les intégrales suivantes
| mde ~In(az +b) +C 1. I= f01(4:1:4+2x3 — 22+ 2 —6)dz
[sin(az)dz | —1cos(azx)+C 3 o
[ cos(azx)dx < sin(ax) + C 2. 1= fll e du
[ e“*dx 17+ C 3. 1=, H%dw

3.3 Meéthode d’intégration

2 méthodes générales pour calculer les intégrales :

— par substitution

— par parties
Le but étant de transformer en une intégrale qui se trouve dans les tables. Si ce n’est pas possible, il
est en général possible d’intégrer numériquement.
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3.3.1 Par substitution

On pose f(r) = (22 —1)3
Intégrer f entre O et 1 :

1) directement 2) en effectuant la substitution v = 2z — 1.
fol f(z)dz = PENSEZ aux bornes!

ATTENTION : pour effectuer une substitution il faut que la substitution & = ¢(u) soit bijective sur
I'intervalle d’intégration considéré. On a alors :

r=p) e dr=¢ (u)du

x=b u=p " 1(b)
/ f(a)de = / T Flp(w)e! (w)du

=a =¢~!(a)

En pratique il est souvent préférable de choisir le changement de variable u = ¢ (x) au lieu de z = p(u).

exemples :

w/2
I= / sin(z) cos(x)dx
0

On pose u = sin(x), du = cos(z)dx et I = fol udu = [%](1) =1/2
2. Utilisez SciDAVis pour une résolution graphique
3.

b r=b u=f(b) 1 F(b) 1
) f'(z)dx = u(z)du(x) = udu = | =u® = —(f(b)? = f(a)?
[r@rwae= [ @ = [* = (5] = 5007 - s

Pour cela on a posé u = f(x) (avec du = f’(x)dx). On peut aussi I'exprimer de fagon plus rapide
sans effectuer explicitement le changement de variable u(x), mais en utilisant les différentielles

/C;bf(;lj)f/(:p)d:p _ /:=b de _ /;:bd <1f(3:)2> _ %(f(b)z — f(a)?)

=a =a 2

exercices : simplifier sur le méme principe : / /2 (sin (3:))2 cos(z)da
b pr 0
[ L,
e 1
/1 1 d / ze ™ dz
v 0
0 5—=x

/04 %dm /01 V5 — zdx
/abf(cos(x)) sin(z)dx

1
20— 4

exercices 2 : sur le méme principe, donner une pri- / dx

mitive pour chacun des exemples suivants :

/33:\/ 1 —222dx /(ex +1)e"dzx

r+3 e *
S — d
/(3:2 +6x)1/3d$ /14‘6_9” !
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3.3.2 Par partie

On considere deux fonctions u(x) et v(x) de la variable x et on se base sur la dérivée du produit :

d(uww)  du dv

de 2’ Vdn
Alors , , , .
d(uv) b . . / d(uv) du / dv
/a i [u(x)v(x)], mais aussi rrainl dﬂjvdm + ’ ud:de

On en déduit la formule de I'intégration par partie :

exercices 1 : utiliser 'intégration par partie pour calculer

1.
1
I= / x cos(z)dx
0
Commenter le choix u(z) = cos(z) et v'(z) = .
2.
3
I= / xIn(x)dx
1
3.

3
I:/ redx
1

exercices 2 : utiliser I'intégration par partie pour calculer les primitives suivantes

1.
/wex
/ 2% sin(x)
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3.3.3 Intégration numérique et série

On considere le quadrilatere ABCD de la figure ci-contre.

Yy A

= P>
NS
N

Dj | ! cC T
O‘ 1

>
Ax
— Calculer l'aire A du quadrilatere en utilisant des relations de géométrie simple.

— La courbe reliant les points A et B est une droite d’équation f(x) = ax + b. Déterminer a et b.
En déduire une expression de A en utilisant cette fois la propriété que

A= /Olf(ac)dw

— On discrétise l'intervalle [0 1] en n troncons Ax de méme taille (Az = 1/n). Soit laire A,
formée par la somme des n aires des rectangles grisés représentés sur la figure (n = 5 sur la
figure). Montrer que quelque soit la discrétisation choisie, on a :

An:;Amf <Z;1>

Expliciter A,. On rappel pour cela que » ;" ;i = "("2+1)

Montrer que A,, — A lorsque n — oo

Généralisation : lorsque 'on ne peut pas trouver une forme explicite de I'intégrale d’une fonction sur
un intervalle donné, il est toujours possible d’estimer 'intégrale en approximant la fonction par une
fonction constante par morceau (voir exemple précédent). L’intégrale est alors estimée en calculant
des aires de rectangles, ce qui est toujours faisable, soit a la main (mais fastidieux quand on commence
a prendre des n grands), soit en s’aidant d’un ordinateur (intégration numérique). L’erreur relative de
I'approximation est donnée par |A_AA" ‘ On sait qu’elle tend vers 0 quand n — oco. En pratique il faut
choisir le bon n en fonction de 'erreur que 1’on s’autorise sur ’approximation.

3.3.4 Exercice 1

Ouvrez le fichier “CoursTD_4_integration_Ex1.sciprj”. Tracez Y = f(X). La fonction f représente les
statistiques de vente d’un produit en fonction du temps. L’axe x des abscisses est en mois. La quantité
de produits vendus est donnée par 'intégrale de la fonction f sur I'intervalle considéré, soit

6
Nvente :/0 f(l’)dl’

— Calculer Nyepte en utilisant une intégration numérique
— Proposez une méthode utilisant une interpolation par une fonction dont on connait 'intégrale
et testez la.
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3.3.5 Exercice 2

On cherche a retrouver Iaire d’un cercle de rayon 1. Pour cela on se concentre sur le quart haut-droit
(z et y positifs).
— Quelle est I'équation du cercle dans le quart haut droit ?
— L’aire du disque vaut 4 fois 'aire de ce quart. Ecrivez alors 'aire du disque comme l'intégrale
d’une fonction que vous explicitez.
— Résolvez numériquement l'intégrale et déduisez-en ’aire. On discutera ’erreur en fonction de
la résolution choisie pour l'intégration numérique.
— Un calcul analytique est possible en choisissant un bon changement de variable. On propose
x = sin(u) par exemple. Effectuez le calcul.
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3.3.6 Utilisation des différentielles

intégrale d’une fonction - intégration sur un domaine Soit la fonction y = ax pour x € [01].

L’aire sous la fonction est égal a
1 1 a
I :/ y(x)dx :/ ardr = -
=0 =0 2

. ’ . axr . s .
En fait on peut réecrire ax = fy o dy, ce qui permet de réecrire

1 axr 1 axr
I:/ </ dy> d:z::/ / dzdy
=0 y=0 =0 Jy=0

I apparait donc comme la somme sur le domaine S considéré (z € [0;1] et y € [0;ax]) de toutes les

aires élémentaires dS = dzdy.
1= / / dS
S

I:/ds
1

C en polaire correspond a r = R et 0 € [0; 27], soit

21 21
I = ds :/ rdf
6=0 6=0

Calcul du périmetre d’un cercle

L’opération d’intégration revient a une somme (infinie) sur des intervales infinitésimaux et est donc
indissociable de la notion de différentielle. Avec cette propriété, on I'utilise pour calculer des longueurs,
des aires, des volumes, des moyennes, ...

1. aire d’un disque

On considére le disque de rayon Rreprésenté
ci-contre. En considérant que dr et df sont
des grandeurs infinitésimales. Calculer I'aire
du disque comprise entre r et r + dr et entre 6
et 0+ df (surface gris foncé).

En déduire I'aire de la couronne comprise entre
r et v+ dr (surface gris clair)

Retrouver en utilisant les intégrales (somme
sur toutes les couronnes infinitésimales) 1'aire
totale du disque.

3.3.7 Dbornes fixes-bornes variables

On veut calculer le volume d’un cone de révolution a une hauteur z se met sous la forme
de hauteur h et de base de rayon a. En utilisant R(z) = z a
les coordonnées cylindriques, montrer que le rayon h

En coordonnées cylindriques, 1’élément de volume

élémentaire s’écrit rdrdfdz. Que vaut le volume
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d’une tranche de cone comprise entre z et z + dz.
Dans I'expression du volume du cone ci-dessous,
expliciter alors les bornes d’intégration des 3
intégrales. Quelle(s) intégrale(s) peut-on commu-
ter/mettre en facteur ?

V:///rdrdﬂdz

Calculer le volume, on doit trouver V = mwa2h/3.

Y=

3.3.8 Généralisation a une fonction de deux variables

On considére U(z,y) une fonction des deux variables z et y. Alors

B B B

ou oUu - -

U(xB,yB)—U(xA,yA)z/ dU:/ 8—]ydw+a—]xdy:/ gradU.dM
A A x Yy A

On remarque que le résultat de I'intégration est indépendant du chemin choisi pour aller de A 4 B (on
dit parfois que U est une fonction d’état).

exercice

1. méthode 1 : On donne .
dU = /yé; + ——¢€.
iU (1,) = Vs + 5
avec U(0,0) = 0.
Calculer U(1,1) en intégrant le gradient. On testera 2 chemins :
— x variant de 0 a 1 et y =0, puis = 1 et y variant de 0 a 1.
— le long de la droite z =y

2. méthode 2 : En partant de I’expression des dérivées partielles, trouver directement I’expression
de U(z,y). En déduire alors U(1,1)
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4 Equations différentielles - Résoudre, prédire

http ://uel.unisciel.fr/physique/outils_nancy /outils_nancy /co/outils_nancy.html

Animations :

http ://www.sciences.univ-nantes.fr /sites/genevieve_tulloue/equadiff /equadiff.html

http ://www.sciences.univ-nantes.fr /sites /genevieve_tulloue/Meca/Oscillateurs /ressort.html
http ://www.zweigmedia.com/RealWorld /deSystemGrapher /func.html

Solver :
https ://www.wolframalpha.com/examples/DifferentialEquations.html
http ://onsolver.com/diff-equation.php

Une équation differentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues et leurs dérivées.
Elles sont utilisées pour construire des modeles mathématiques en physique, science des matériaux,
économie, ... . L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré maximal de dérivation auquel
I'une des fonctions inconnues a été soumise.

exemple 1 : Pour le calcul du capital K(t) rapportant des intérets a un taux de 4%, on avait

dK
—H (1) = LOK (1)

ou t est ici le temps en années.

exemple 2 : Pour calculer la chute de pression P(z) lorsque I’on monte en altitude, on utilise '’équation

de 'atmosphere isoterme
apr P(z)

@(z) == H,

ou Hy est une constante ayant la dimension d’une longueur.

Les deux équations précédentes relient une fonction et sa dérivée premiere par rapport au temps. Ce
sont donc des équations du premier ordre.

exemple 3 : Pour caractériser la déformation €(¢) d’un matériau élastique en cours de relaxation

d?e
@(’5) = —wge(t)

ou wy est la pulsation propre du matériau. C’est une équation du deuxieme ordre.

Quelques équations classiques

dk(t)/dt = k(t) , d*k(t)/dt® = k(t) , d®k(t)/dt* = —k(t)

4.1 Equations différentielles ordinaires de base

Une équation différentielle ordinaire ne fait intervenir qu’une seule fonction, ici y, et une seule
variable, ici . On ne va considérer ici que des équations linéaires d’ordre 1 (présence de la dérivée
premiére) ou 2 (présence de la dérivée seconde) avec coefficients constants.
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4.2 Equations différentielles ordinaires d’ordre 1

Equations linéaires a coefficients constants

Exemple : atmospheére isotherme avec P(0) = 1 bar et Hy = 8 km.

‘ Equation différentielle ‘ Type ‘ Solution ‘ Caractéristiques ‘
i—i’(t) +2y(t) =0 eq. homogene y(t) =Ye U7 1 C.I. - tend vers 0
%(t) —Lyit)=0 eq. homogene y(t) = Yett/ 1 C.I. - tend vers +oo

z—zt/(t) +2y(t) = 1y. | eq. inhomogene | y(t) = y. + Ye /7 | 1C.I - tend vers y.

La constante d’intégration (C.I.) se trouve a partir de la connaissance d’une valeur particuliere, par
exemple, y(0) en ¢ = 0. Dans ce cas on aurait Y = y(0) pour les deux premieres équations et Y =
y(0) — y. pour la troisieme.

Exercice : Attribuer la courbe & chacune des équations différentielles du tableau

Autres équations linéaires
dy 1

— inhomogene mais & membre de droite non constant. Par exemple : Z£(t) + 1y(t) = =Yct. La

solution est la somme d’une solution de I’équation homogene et d’une solution particuliere de
I’équation. Ici

y(t) = (%t - yc) FYe T

avec Y la constante d’intégration a déterminer.

— homogene mais a coefficient non constant. Par exemple : %(t) + # = 0. On peut essayer

de rechercher une solution analytique en séparant les variables puis en intégrant. Soit ici :
d d
2= —4 In(y) = —In(?) + A.
B
t) ==
y(t) =~
Avec B (ou A =1n(B)) la constante d’intégration a déterminer.
— dans le cas général pour une équation différentielle ordinaire linéaire, la solution générale est
la somme d’une solution particuliere et d’une solution de I’équation homogene (sans membre
de droite).

L’équation Ccll—zt/(t) + @ = 3 a ainsi comme solution générale
B 3t
t) = — —
yt) =+ + 5,

en vérifiant bien que 3t/2 est une bien une solution particuliere de I’équation.
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Equations non linéaires
— Par exemple : %(t) + ﬁ = 0. De méme, on peut essayer de rechercher une solution analytique

en séparant les variables puis en intégrant. Soit ici : ydy = —adt, d% = d(—at).
£)2
y? ——at+A

Avec A la constante d’intégration a déterminer.

— attention! Si I’équation n’est pas linéaire, on n’a pas le principe d’addition d’une solution de
I’équation homogene et d’une solution particuliere. Il faut directement chercher les solutions de
I’équation entiere. Ainsi résoudre %(t) + %= =1 conduit a des solutions qui n’ont rien a voir

y(t)
avec celles de I’équation homogene.

Résolution numérique On prend pour exemple la méthode d’Euler pour la résolution numérique
d’une équation différentielle ordinaire linéaire ou non. Cette méthode n’est pas la plus stable, ni la
plus précise, mais permet d’illustrer I’esprit de la méthode.

Partant d’un point connu, par exemple y(0) en t = 0, la résolution numérique permet de calculer les
valeurs de y de proche en proche en se basant sur une discrétisation suivant ¢ et une forme approchée
de la différentielle liée. On note At le pas choisi suivant ¢.

Ainsi on approche la dérivée de y en t, par le taux d’accroissement entre ¢, et le point suivant ,,11.
On aura alors

@(t Nyn—i-l_yn :yn—i-l_yn

dt " Tty —ty At

Sous la forme générale, si on cherche a résoudre numériquement i—?(t) = f(t,y(t)) avec f une fonction
de t et de y(t), alors la résolution numérique consistera a calculer de proche en proche

Yn+l = Yn + At'f(tna yn)

La précision de I’approximation dépendra du pas At choisi.

Exercices
— Résoudre analytiquement ’équation i—?(t) + 0.5 - y(t) = 3. Prenez d’abord la condition initiale
y(0) = 0, puis la condition initiale y(0) = 10. Tracez et superposez les deux solutions pour
t variant entre 0 et 10 avec SciDAVis. Quelle différence fondamentale observez-vous entre la

partie correspondant a I’équation homogene et la partie correspondant a la solution particuliere.

— Ecrire la résolution numérique avec la méthode d’Fuler de cette équation. Faites la résolution
numérique (avec SciDAVis ou un autre logiciel) pour ¢t variant entre 0 et 10, et en prenant
y(0) = 10 comme condition initiale.

— Résoudre numériquement I'équation différentiel non linéaire % + y? = 0. Prenez y(0) = 1
comme condition initiale.

— Ecrire la résolution numérique avec la méthode d’Euler de ’équation de Solow %(t) = sk(t)* —
0k(t), avec t entre 0 et 12, a = 0.5, s =2, 6 =1 et k(0) = 4.
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4.3 Equations différentielles ordinaires d’ordre 2

Equations linéaires a coefficients constants

‘ Equation différentielle Type Solution ‘ Caractéristiques ‘
%(t) +wdy(t) =0 eq. homogene y(t) =Y cos(wot + @) 2CI,Y et ¢
y(t) = Y1 cos(wot) + Ya sin(wot) ouYi et Y,
Cz%’ (t) + %d—?(t) +wdy(t) =0 eq. homogene y(t) = Yie /™ 4 Yoet/m 2CLYetY,
_ 1 2 _ 27
A== —4dwi>0 T2 = T YT tend vers 0
Cz%’ (t) + %d—zt/(t) +wiy(t) =0 eq. homogene y(t) = Ye /27 cos(wt + ¢) 2CILY et ¢
A:T—12—4w(2]<0 W = wo 1—@ tend vers 0
2
%(t) + %d—%(t) +w3y(t) = wiye. eq. inhomogene y(t) = ye + 1 sol. eq. homogene 2 C.L
2nd membre constant tend vers vy,

’ . 2
Pour Déquation L4

dt? T dt

TU(t) + L9 (1) + wly(t) = 0, A se détermine & partir de équation caractéristique

r? + %7‘ + w(z] = 0. Il s’agit donc de trouver les racines de ce polynome, en calculant notamment son

discriminant A = T% — 4w3.

SiA>0 (wy < %) : équation caractéristique admet deux solutions r; = —%(1 —

1— 4(7’&)0)2)

et ry = —%(1 + /1 —4(7wp)?) toutes deux négatives. L’équation homogene admet comme solution
y(t) = Yie"t +Yoe ? ou y(t) = Yie /™ 4 Yoe /7 en posant 7y = —1/r1 et 75 = —1/r. Les constantes
d’intégration Y7 et Y5 se trouvent a partir de la connaissance de deux valeurs particulieres, par exemple,
y(0) et dy/dt(0) en t = 0.

SiA <0 (wg > %) : ’équation caractéristique n’admet pas de solution réelle. Elle admet par contre
des solutions complexes (on note i le nombre imaginaire pur) r1o = —% + ZM/Q = —% +

1-— m = —% 4 iw en posant w = wp,/1 — m. La solution se met alors sous la forme
y(t) = Ye /27 cos(wt + ¢) avec Y et ¢ les constantes d’intégration.

in

2
Remarque : L’équation %(t)

Ys sinh(wot)

Exercice 1:
les éléments pertinents.

2

(t) = 0 donnerait pour solution générale y(t) = Y7 cosh(wot) +

Attribuez la courbe a chacune des équations différentielles du tableau. Evaluez grossierement
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Utilisation des nombres complexes L’utilisation de I’équation caracteristique se justifie en cher-
chant des solutions de type “exponentielle” - comme pour les systemes linéaires a coefficients constants
du ler ordre - en se donnant en plus la possibilité que les solutions soient de type complexe. A la fin,
les constantes d’intégration doivent assurer que la solution est bien réelle.

Pour exemple, cherchez une solution A.e™ a I’équation %(t) +wdy(t) = 0. Attention, les constantes
d’intégration sont a priori complezes.

Exercice 2 ,
1- Résolvez I'équation différentielle %(t) + 3%(15) +2y(t) = 0 pour ¢t € [0 12]. Prenez comme condi-
tions initiales y(0) = 3 et dy/dt(0) = —2.

2 - Résolvez I'équation différentielle 2%@) + 6%’(15) +4y(t) = 4 pour t € [0 12]. Prenez comme
conditions initiales y(0) = 3 et dy/dt(0) = —2.

3 - Résolvez I’équation différentielle %(t)—l—%(t)—l—%y(t) = lpourt € [0 12]. Prenez comme conditions
initiales y(0) = 9/5 et dy/dt(0) = 0.

2nd terme harmonique Soit ’équation différentielle linéaire a coefficients constants et a 2nd terme

harmonique :

d?y 1 dy 2

—(t) + ——(t) + wyy(t) = C cos(wt
La recherche de la solution particuliere y,(t) se ramene a rechercher une solution harmonique de
méme pulsation, mais déphasée : y,(t) = Y cos(wt — ¢). La méthode classique est de recherche une

solution complexe y,(t) = Yelwt=9) gatisfaisant 1'équation complexe

d?y, 1 dy, .
2 1)+ 124y 1wy, (1) = 0
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puis & ne garder que sa partie rélle Y cos(wt — ¢). L’équation devient Ye ™ = m, soit :
0 T

Y = ¢ et tan(¢) = #7—2
V@R —w)? + 4 “o e

T

La solution particuliere est bien une fonction harmonique de méme fréquence que le 2nd terme, mais
avec une amplitude et un déphasage différents. Remarquez bien qu’il s’agit de la recherche de la
solution particuliere : la recherche de la solution de I’équation homogene ne change pas.

Exercice 3 ,
1- Donnez la solution générale de I’équation différentielle %(t) + y(t) = cos(wt) pour ¢t € [0 12] et
w # +1.

Résolution numérique La méthode d’Euler peut étre adaptée pour une équation d’ordre 2. Elle
possede les mémes avantages/inconvénients.

Partant d’un point connu, par exemple y(0) et dy/dt(0) en ¢t = 0 (notez que cette fois il faut deux
données), la résolution numérique permet de calculer les valeurs de y de proche en proche en se basant
sur une discrétisation suivant ¢ et une forme approchée de la différentielle liée. On note At le pas choisi
suivant t.

On prend 'exemple de 1’équation

d*y dy

—(t b—=(t cy(t) = h(t

L)+ 5L @)+ ey(t) = h(t)

ou h(t) est une fonction du temps. Cette équation peut se réécrire sous la forme de 2 équations
différentielles couplées du premier ordre :

du
dv
E(t) = —bu(t) — cu(t) + h(t)

avec u(t) = y(t) et v(t) = dy/dt(t). On peut alors appliquer le schéma utilisé pour les équations d’ordre
1 et calculer de proche en proche (w41, vp41) en se basant sur les valeurs a linstant précédent (uy,

Up).
Up+1 = Uy + Atvy, 2
Unt1 = Uy + At.(=bv, — cuy, + h(ty))

Exercices ,
— Ecrire la résolution numérique avec la méthode d’Euler de I’équation %(t) + wiy(t) = 5 avec
t entre 0 et 12, y(0) = 0, dy/dt(0) =0, wy = 6.3.

ldy
T dt

— Idem avec en plus un terme d’amortissement : %(t) + + wdy(t) =5 avec T = 1.
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4.4 L’outil complexe

Généralité sur les complexes

Expression cartésienne y A Im
z =z + 1y = Re[z] + ilm[z] bl o Z
x = Re[z] est appelé partie réelle de z, y = Im[z] I",’
est appelé partie imaginaire de z. Si Im[z] = 0, z .
est réel. Si Re[z] = 0, z est dit imaginaire pur. {0 : Re

Expression polaire N
A Y
2= Tei@ _ ygyei.arg[g} AN
r = |z| est appelé module de z, § = arg|z] est

appelé argument de 2z

Lien entre les deux expressions

z =re =rcos(h) + irsin(f)
x = rcos(h)
y = rsin(f)
et

0 = arccos z siy>0et Jz24+y2>0
v/(E2+y2

— arcsin( g+2 siz>0et /22 +9y2>0
224y

= arctan () siz>0
= arctan(%)—l—ﬂ sizr<0ety=>0
= arctan (£) — siz<0Oety<0
= a adapter suivant l'exercice =~ ...
Conjugué d’un nombre complexe z*
2" = Re[z] - ilm[z] = |z|e™"
Relations utiles
1 = —1
2" = 7" = 17 cos(nh) + ir" sin(nb)
(21 +22) = 21"+ 22t
(z1:22)" = 21tz
Relz] = %(z—kg*)
Im[z] = g(z—2%

utilisation de ’outil
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— résolution d’équations différentielles linéaires : cf partie correspondante
— intégration et recherche de primitives. On veut calculer une primitive :

I= /e‘” cos(bx)dx

I =Re [/ e(a+ib)xdm]

De méme on pourrait utiliser les complexes pour calculer [ e® sin(bx)dz = Im [ i elotib)z dac]

On peut réecrire I comme

exercice : Calculer I. Pour cela on calculera dans un premier temps la primitive complexe

I = j‘ e(a—l—ib):vdx

4.5 Equations différentielles du ler ordre

Principes des équations différentielles

1. Exemples d’équations différentielles que ’on rencontre

Mouvement rectiligne uniforme : % = 19, vg constante
Cinétique du premier ordre : ‘fl—f = kx

Cinétique du deuxieme ordre : & = k(a — 2)(b— z)
Oscillateur harmonique : %2” = —wlz

2. Ordre d’une équation différentielle = ordre de la dérivée la plus élevée

3. Solution d’une équation différentielle

dy d?
f (m, Y, d_y’ d—g) =0 — Trouver y(x) qui satisfasse cette équation
x' dx

Ecriture générale des équations différentielles du ler ordre

dy
Equations séparables

dy _ f(x)

dr  g(y)

Résolution en utilisant les différentielles :

y(b

o)y = f()da soit [ gty +C = [ faydzon [ oy = / ' fla)da

y(a)

Equations linéaires du ler ordre

Y s play = r(z)

Sir(z) =0 (terme source nul) on dit que I’équation est homogene, sinon elle est dite inhomogene.
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Equation homogeéne

dy
—_— fr 0
- TPy
Séparation des variables,
dy
— = —p(a)dx
) (z)

Suivi d’une intégration

1
idy =— /p(aj)daz +C

In(y) = — /p(az)dm +C

Y= Ae=/ P(*)dr - avec A une constante d’intégration

Equation inhomogene avec coefficients constants

dy
— +ay=>
dx 4
On remarque que y, = —b/a est solution particuliere. Sion pose y = y;, —b/a, alors yj, vérifie I'’équation

a

homogene %4—&% = 0, conduisant a yp(z) = Ae™ % avec A une constante d’intégration a déterminer.

La solution générale s’écrira donc
y(x) = Ae™* —b/a

Equation inhomogeéne avec terme source variable

j—i +ay =r(zx)

On applique la méthode dite de variation de la constante. On recherche des solutions sous la forme
y(z) =Y (x)e™ "
En injectant cette expression dans ’equation, la résolution passe par trouver Y (z) telle que

dy
E - 7"(!17)6 )

équation que l'on peut intégrer en appliquant la méthode de séparation des variables.

Exercices

1. En cinétique chimique, on est souvent amené a considérer le cas de réactions composées suc-
cessives. On prend pour exemple

A Moo R

On doit résoudre les 3 équations suivantes :

d[A] _ d[B]

d[C]
a R g

= k1[A] — ko[B] —— = ko[B
1[A] = ko[B] - == = ka[B]
Que valent les concentrations [A], [B] et [C] en fonction du temps ¢ sachant que [A](t = 0) = Ay,

[B](t = 0) = 0 et [C](t = 0) = 0.
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2. Un matériau de type Maxwell est caractérisé par une relation contrainte o - déformation € du

type
do FE de
L, =
a0 T

Pour caractériser les propriétés de ce matériau (module élastique E et viscosité 1), on impose

une déformation harmonique de pulsation w : €(t) = €g cos(wt).

On recherche des solutions sous la forme o (t) = 01 (w) cos(wt) + o2 (w) sin(wt). Calculer F(w) =
o1/€y (module de conservation) et Fs(w) = 02/€¢y (module de perte). Montrer que le tracé de

FEq et E5 en fonction de w permet de remonter aux propriétés du matériau.

4.6 Equations différentielles linéaires du 2éme ordre a coefficients constants

d*y | dy
@‘FG@‘FZ{U—T(I‘)

avec a et b constantes et r(x), terme source dépendant a priori de x.

Equations linéaires homogenes

d*y  dy
el L by =
dr2 +adw +by =20

Il est toujours possible de trouver une solution de la forme e**.

En fait il est toujours possible de trouver 2 solutions particulieres y; () et y2(z). On a alors cy;(x) qui
est aussi solution, ainsi que y(z) = c1y1(x) + coy2(x). C’est en fait le Principe de superposition,

propriété importante des équations homogenes linéaires.

Solution générale On recherche des solutions sous la forme y(z) = e**. On obtient alors 1’équation

caractéristique :
M +ad+b=0

et son discriminant associé A = a? — 4b

1. sile discriminant A est strictement positif, I’équation caractéristique admet 2 racines réelles Ay

et \g et I’équation homogene admet pour solution générale

y(@) = e 4 o

2. si A = 0 Péquation caractéristique admet une racine réele double \yg = —a/2 et I’équation

homogene admet pour solution yi(z) = e'o®

e et donc la solution générale s’écrit :

Aox

y(x) = (c1 + cax)e

. En fait il existe une seconde solution ya(z)

3. sile discriminant A est strictement négatif, I’équation caractéristique admet 2 racines complexes

A1 et \g telle que Ay 2 = —a/2 £ id et I'équation homogene admet pour solution générale

y(l’) — ﬂeﬁx _‘_6_26&90 _ e—a:c/Z [C_leiéx +C_2€—i6x]

avec ¢ et ¢; des constantes complexes. Etant donné que y(z) est une fonction réelle, la solution
a sa partie imaginaire nulle et on peut alors montrer qu’on peut l’écrire sous une des deux

formes réelles suivantes :

y(z) = e~%/2[d) cos(6z) 4 dy sin(6z)] = De™ /2 cos(dz + ¢)
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Exercices

1. Oscilateur harmonique
L’équation du régime libre (source nulle) d’un oscillateur harmonique non amorti peut se mettre
sous la forme 2
de + wgz =0
— quelle est 'unité de wy et que représente cette grandeur physiquement ?
— combien de condition aux limites sont nécessaires pour résoudre la solution de cette équation
différentielle

— on donne z(t = 0) = 2 et 2(t = 0) = 0. Donner I'expression de la solution z(t).

2. Oscillateur harmonique amorti
L’équation du régime libre (source nulle) d’un oscillateur harmonique amorti peut se mettre

sous la forme
d*z dz 9
e +aw0a +wiz=0
— quelle est I'unité de «
— on donne z(t = 0) = zp et 2(t = 0) = 0. Donner I'expression de la solution z(t) pour a = 1
et a = 3 et représenter z(t).

— justifier le fait que o se nomme coefficient d’amortissement.

Equations linéaires inhomogenes

Méthode de résolution 2 p
Yy Yy
@—l-a%—kby:r(w)

Si on connait une solution particuliere y,(x), alors on vérifie que toute solution s’écrit sous la forme

y(x) = yp(r) + yn(x),

avec yp,(z) une solution de I’équation homogene :

2
% + a% +by, =0

Termes dans Choix de

r(x) Yp(2)

c c/b

Recherche de la solution particuliére ce™® ke
ca™ S o kit

ccos(wx) ou csin(wx) k cos(wx) + I sin(wx)
ce™® cos(wz) ou ce® sin(wzx) | €**(k cos(wx) + Isin(wx))

Pour les deux derniers cas, la recherche de la solution particuliere peut étre facilitée en utilisant le
formalisme des complexes

Exercices

1. Recherche d’une solution particuliere par l'utilisation des complexes.
L’équation d’un oscillateur forcé peut se mettre sous la forme
d*z dz

72 + awo— + wiz = C cos(wt)
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Il s’agit par exemple d’'un systéme masse-ressort, repéré par la position de la masse z(t) au
cours du temps, que l'on force & une fréquence w (par exemple en bougeant I'autre extrémité
du ressort avec un mouvement périodique de pulsation w).

— wy est la fréquence propre du syteme

— w est la fréquence du forgage/excitation

— « est le coefficient d’amortissement

— (' est Pamplitude du forcage

Donner la dimension de ces différentes grandeurs

On écrit I’équation complexe correspondante.
d’z dz

dTE + awoa + w%g = Ce™!

Montrer que si z(t) est solution de I’équation complexe, alors z(t) = Re[z(t)] est solution de
I’équation réelle.

On cherche la solution particuliere sous la forme z,(t) = Zpei‘*’t, ou Z, est appelée amplitude
complexe, c’est-a-dire la partie de z,(t) qui ne varie pas dans le temps. Exprimer Z,,.

On donne o = 1 et w = v/2wy. Exprimer Z, sous sa forme polaire |Z,|e?.

Donner la solution particuliere réelle en fonction du temps z,(t).
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5 Projets
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Projet 1 :

L’entreprise Freshair fabrique deux types de climatisateurs a haut rendement : le modele F4 se vend 500
euros I'unité et le modele Fp a 1000 euros 'unité. La capacité maximale de production de I'entreprise
est de 220 climatisateurs par mois (modeles Fy et Fp confondus). Le cott total de fabrication en euros
est donné par la fonction cout C' définie par :

C(z,y) = bz? + 5y — 2.5zy + 10000,

ou x et y sont respectivement le nombre de climatisateurs F4 et Fg produits et vendus mensuellement.

Faites une analyse de viabilité de I’entreprise
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Projet 2 :

On s’intéresse a la répartition de la masse salariale entre les employés d’une entreprise. Celle-ci est
quantifiée par la courbe de Lorentz représentant le pourcentage de la masse salariale en fonction du
pourcentage d’employés (ceux-ci étant classés par salaire croissant) :

Pourcentage de la masse salariale
o
N

0

T T T | T T T | T T T | T T T | T T T |
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Pourcentage des employés

Expliquez le fonctionnement d’une courbe de Lorentz et quantifiez la répartition des salaires au sein

de I’entreprise.
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Projet 3 :

La loi de Cobb et Douglas est utilisée pour mesurer les performances économiques d’un pays. Elle
suppose une loi trés simple entre la production totale P (valeur monétaire de tous les biens produits
en un an), la quantité de travail L (nombre d’heures de travail sur un an) et la quantité de capital
investi K (valeur monétaire de toutes les machines, équipements et batiments) :

P(L,K) = C.L*. K"

ou C, a et § sont trois coefficients a déterminer sachant que si L et K doublent simultanément, alors
P double lui aussi. On présente ci-dessous les données relatives a 1’économie américaine (rapportées

aux valeurs de ’année 1899).

Expliquez si celle-ci suit bien une loi de Cobb et Douglas.

| Année [| 1899 | 1900 | 1901 | 1902 | 1903 | 1904 | 1905 | 1906 | 1907 [ 1908 | 1909 |

P 100 | 101 | 112 | 122 | 124 | 122 | 143 | 152 | 151 | 126 | 155
L 100 | 105 | 110 | 117 | 122 | 121 | 125 | 134 | 140 | 123 | 143
K 100 | 107 | 114 | 122 | 131 | 138 | 149 | 163 | 176 | 185 | 198

| 1910 [ 1911 | 1912 [ 1913 [ 1914 | 1915 | 1916 | 1917 [ 1918 | 1919 | 1920 | 1921 | 1922 |

159 | 153 | 177 | 184 | 169 | 189 | 225 | 227 | 223 | 218 | 231 | 179 | 240
147 | 148 | 155 | 156 | 152 | 156 | 183 | 198 | 201 | 196 | 194 | 146 | 161
208 | 216 | 226 | 236 | 244 | 236 | 298 | 335 | 366 | 387 | 407 | 417 | 431
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Projet 4 :
L’entreprise Ecofil produit du fil de nylon écologique. Celui-ci est fabriqué pour une longueur x ex-
primée en kilometre. En un jour, ’entreprise peut produire entre 0 et 10 km de fil.

Le cotit total de production en euros de I’entreprise a été estimé pour quelques valeurs de x d’apres le
tableau suivant :

‘ longueur de fil x en km ‘ cout C(z) en euros ‘

0 150
229
278
315
358
425
534
703
950

1293

1750

O 0| || U = | W+~

—_
)

Si le marché offre un prix p en euros pour un kilometre de fil, alors la recette de ’entreprise pour la
vente d'une quantité x est égale a R(z) = pz.

Un commercial nouvellement recruté propose de mettre le produit sur le marché & un prix p = 80
€/km pour lancer le produit. Que pensez-vous de cette proposition pour la rentabilité de I’entreprise ?

Une étude de marché montre que le prix maximum pour étre compétitif est donné par 136 euros/km.
Quelle décision stratégique allez-vous prendre concernant la production journaliere de fil et le prix de
vente ?
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