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Devoir de mecanique des fluides

exercice 1 : propagation d'ondes de surface

Section B : Paquets d’ondes, vitesse de groupe :

Dans cette section, on considere un phénomene ondulatoire en physique classique, en ne se
restreignant plus aux ondes lumineuses (ondes mécaniques par exemple). Dans les parties
B.1. et B.2. on se restreint pour simplifier a une description unidimensionnelle.
La grandeur physique qui se propage est notée X(x, #) et est solution d’une équation d’onde
linéaire a coetficients réels. On peut donc considérer que X est une superposition d’ondes
planes harmoniques et utiliser la notation complexe :

J X =Re(X)

@ (X=] d@expli(@r—kx))do

l A(@) = A@) exp ip ()
Le milieu de propagation est supposé purement dispersif, non absorbant, la propagation dans
ce milieu est alors décrite par la relation k().

B.1: Description d’un paquet d’onde spectralement étroit, vitesse de
groupe :

B.1.1:
On considére d’abord le cas ou la fonction A(@) n’a de valeurs notables en module
qu’au voisinage de la pulsation ay , sur un intervalle étroit [a)o —-Aw, w, + Aw | avec la

restriction Ao << ay .

a) En considérant le développement limité au premier ordre de la relation de
dispersion k(@ (resp. de la phase ¢(@) ) au voisinage de la pulsation @y comme



une approximation suffisante de celle-c1, mettre 1’expression de X sous la forme du
produit d’une porteuse a la pulsation ey par une amplitude complexe modulée de

la forme F(r——) ou on précisera I'expression de F et de v, en fonction des

données.
b) TMlustrer le résultat obtenu sur un schéma simple et clair, et expliquer a quoi
correspondent les vitesses de phase et de groupe.

B.1.2:
a) Déterminer la position x¢(?) du maximum de I’enveloppe du paquet d’ondes.
b) Y a-t-il dans le cadre de cette modélisation déformation du paquet d’ondes lors de
sa propagation ?
c¢) Comment généraliser qualitativement ces résultats a un paquet d’ondes
spectralement large ?

B.2 : Interprétation interférentielle, stationnarité de la phase :

On se propose de retrouver les résultats précédents par une approche interférentielle. Pour
cela, on note : v(m,t,x)=ot—kx+ @(w) la. phase de chaque onde
constituant le paquet étudié, celui-ci étant toujours supposé spectralement étroit.

B.2.1:
a) Etablir que xc(?) , défini en B.1.2.a) est donné par ’équation :

WV (.t 30 (1) =0 5)
Jdw

b) En mterprétant I’expression intégrale donnée par (4) comme une interférence a
ondes multiples, en déduire que le maximum de I’enveloppe du paquet d’ondes est
un lieu d’interférences « constructives », mais dont 1’état instantané réel dépend de
la phase de la porteuse. Pourquoi parle-t-on de stationnarité de la phase ?

B.2.2:
a) Etablir de méme qu’un point donné de I’enveloppe d’abeisse x,,.(1) est déerit par

I’équation : 8_1// (w,.t,x, ()= C (5”)
dw ‘

ou (' est une constante dépendant du point de I’enveloppe choisi.
b) Interpréter la différence entre C' = 0 et C =0.
¢) Montrer que pour le paquet de largeur spectrale totale Aw,,; = 2 Aw étudié ici,

(5)

|8a)| Ao

total

définit a peu pres les extrémités spatio-temporelles du paquet d’ondes.

B.2.3:

a) En raisonnant a 7 fixé, et en exploitant (5°”) , établir alors un lien simple entre la
largeur spatiale totale du paquet Ax et sa largeur spectrale, puis réexprimer cette
relation en faisant intervenir la largeur Ak, en pulsations spatiales, que 1’on
exprimera en fonction de A, et de v,.



b) En raisonnant de méme a x fixé, déterminer la durée de passage du paquet, Ar , a
un endroit donné en fonction de A@,,;

B.3 : Application au sillage des bateaux :

On s’itéresse 1c1 a D'mterprétation de la forme générale du sillage d’un bateau en eau
profonde et par temps calme telle qu’elle a été¢ donnée par Lord Kelvin en utilisant les idées
qui précédent.

B.3.1:

B.3.2:

a) Quelle est la nature des ondes qui interviennent dans un tel probléme ? Quelle est
la grandeur physique décrite par X¢x, #) ?

b) Pourquoi peut-on dans cette étude négliger I'influence de la tension superficielle ?

¢) Sachant qu’on s’intéresse ici au sillage en eau profonde, montrer que la seule
grandeur autre que & et @ qui peut intervenir dans la relation de dispersion est
I’accélération de la pesanteur g ?
Vérifier, a I’aide d’une analyse dimensionnelle, que I’on a la relation @” = K gk
ou K désigne un coefficient multiplicatif sans dimension.

d) Etablir que quelle que soit la valeur de K on a vy(@) = 2 ve(@) ol v,, (resp. v,)
représente la vitesse de phase (resp. de groupe). Dans la suite, on prendra K = 1.

On suppose que [’on peut considérer les ondes constituant le sillage comme un paquet

bi-dimensionnel d’ondes planes de la forme A4 exp(i ( -k, r )) dans le référentiel

terrestre supposé galiléen.
Les surfaces d’onde (ici lignes, a deux dimensions) associées a 1’onde de vecteur

d’onde /;a,, font 1’angle o (variable) avec 'axe Ox support de la vitesse U de

déplacement du bateau (vitesse supposée constante en direction et en module), l;a

étant perpendiculaire a ces surfaces (figure 6), son module k(@) véritiant la relation
de dispersion précédente.
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Figure 6

a) Ces ondes ayant pour source le point O situé a la proue (avant) du bateau, doivent
pour étre entretenues efficacement, recevoir le plus possible d’énergie de celui-ci.
En déduire que la phase de ces ondes en O doit constamment valoir un multiple
entier de 2.



b) Comment sont alors ces ondes dans le référentiel li€ au bateau ?

g

¢) En déduire la relation : =
U”sin”

a

B.3.3:
Pour que de telles ondes puissent par superposition donner en un point P (repéré par
rapport a la proue par A, cf. figure 6) un ébranlement de la surface libre non nul, elles
dorvent interférer constructivement.
a) En utilisant la méthode étudiée en B.2.1. (stationnarité de la phase), en déduire

. tan(o
alors la relation : tan(a — f) = 2( )
b) Cette relation conduit alors a I’expression de £ en fonction de o (qu’on ne
, ) tan(o
demande pas d’établir) : tan( /) :—(7) dont la  courbe
2+ tan" o
représentative est donnée figure 7.
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Figure 7

En déduire que le sillage est confiné a I'intérieur du cone de Kelvin dont on
précisera ’angle au sommet. Ce cone dépend-il de la vitesse du bateau ?

c) L’allure des crétes du sillage est donnée par la figure 8. Interpréter cette figure a
I’aide d’une démarche interférentielle et de la courbe de la figure 7 (on n’oubliera
pas que toutes les ondes considérées sont en phase au point O).

» On mterpretera en particulier 1’existence de plusieurs branches sur chaque
crete.
» Ces crétes peuvent-elles sur une photo donner acces a la vitesse du navire ?

Figure 8




exercice 2 : écoulement d'un film mince sur un plan incliné

Si vous avez du mal a démarrer, vous pouvez vous aider des sections ,approximation de
lubrification“ ou ,couches limites laminaires” du Guyon, Hulin, Petit (hydrodynamique physique).

Hypotheéses : Lécoulement est supposé incompressible. Le liquide est décrit par sa
masse volumique p, sa viscosité 1 et sa wscosnte cinématique v = 1/p supposées cons-
tantes. Le champ de pesanteur terrestre g est supposé uniforme avec g = 9,8 m - s

On note # le champ des vitesses et @ le champ des accélérations. Léquation du mouve-
ment d'une particule de fluide s’écrit alors :

: —_—
2 = g—égradp+v33 (1)

Une goutte de fluide visqueux s’écoule sur un

plan incliné d’angle a (cf. figure 1 ou sont défi- |, e ; P
nies les directions unitaires ¢, , ¢, et ¢,) en for- G)y“’ Tay(t)
mant un film d’épaisseur h(x,t) localisé entre : a s .
x =0 et x = x,,(¢). Le probleme est invariant g 1

par translation selon 3), etonau, =0.

I.A - On note U* une vitesse caractéristique selon &,, h* une épaisseur carac-
téristique du film, et L* une longueur caractéristique du film selon &, . Dhypo-

these "film mince" se traduit a priori par la condition A* « L*, qu'on suppose
vérifiée dans la suite.

I.A.1) Exprimer I'ordre de grandeur de «,/u, en fonction de L* et A*. Dans
la suite, on supposera que u,~0 dans ]’équation (1).

1.A.2) Expnmer I'ordre de grandeur de 9°u /32, 3%u_/3x" et des composan-
tes selon 2, de VAL et (& - grad)il en fonction de V. U* L* et h*,

IA3) A quelle condition sur A*, L*, U*, et v le terme d’accélération convec-
tive est-il négligeable devant le terme de viscosité dans I'équation (1) ? Cette
condition est supposée vérifiée dans la suite.

LB -

I.B.1)  On se place dans 'approximation des états quasi-stationnaires, ce qui

revient & négliger di./0t dans I'équation (1). Cette approximation sera justifiée a
posteriori en 1.C.2. Projeter 'équation (1) sur &, et 2,.

I.B.2) En déduire I'expression de la pression p en fonction de A(x,2), p, g,z
o et de la pression p, imposée par I'atmosphere a I'interface liquide-air.

I.B.3) La condition aux limites imposées par l'interface liquide-air s’écrit

du,/dz = 0. Montrer que dans le cas ou o n’est pas trop petit, ce que 'on sup-
pose dans la suite, on a :



u, = (£22%)(hz - *12] (2)

Préciser I'inégalité entre tana, L* et h* traduisant 'hypothése "o pas trop
petit”.

1.B.4) Exprimer le débit volumique a travers la section d’épaisseur k(x, ¢) et
de largeur L selon &, en fonction de L, h(x,¢), g, o et v.

I.B.5) Une expérience de la vie quotidienne :
lorsqu’on incline rapidement un verre d’eau puis qu’on
le repose en position verticale, un film d’eau apparait, paroi H ;: V
puis disparait progresssivement en s’écoulant vers le verticale

fond (figure 2). En admettant que le film initial a une deverre >, -
épaisseur uniforme A, et une hauteur H = 10 cm et i
qu’a la base du film, son épaisseur reste constamment égale a &, determmer la

durée de vie T du film en fonction de v, g, A, et calculer T pour v = 10 m?.s
et hyg = 0,5 mm.

Figure 2 hg
film d’eau

I.C - On revient au probléme général
1.C.1) Montrer que h(x,t) est solution de :

dh gsina k> :
e o oD 3)

1.C.2)  Déduire de I'équation (3) un ordre de grandeur de la durée t* caracté-
ristique de I'évolution temporelle de I'écoulement en fonction de g, o, v, A* et

L* . Vérifier alors que I'hypothése "3i/3¢t négligeable" dans I'équation (1) est
valide.

L.D - Dans cette question, on suppose qu’a I'instant ¢ = 0 une goutte de petite
taille selon ¢, , de largeur L selon ¢, et invariante par translation selon 2, est
déposée au voisinage de x = 0.0On note x,,(¢) 'abscisse du front avant de I'écou-

lement a l'instant ¢ (figure 1). On cherche une solution i(x,¢) de 'équation (3)
sous la forme :

h(x_)xav) =0et h(x<x,,) = CxPr? (4)

1.D.1)  Déterminer les constantes positives §, v et C, puis écrire h(x,t) pour
X< xau

1.D.2)  Calculer l'aire S de la section de la goutte dans le plan sz en fonction

de x,,(¢),4,V, o et t. En déduire que x,, () est proportionnel & #° ot § est un
exposant a déterminer.



1.D.3) Le modele adopté prévoit une discontinuité de 4 en
x,,(t). En réalité, les phénoménes de tension superficielle
limitent la raideur du front avant. On admet que ces phéno-
meénes sont associés & une énergie potentielle AS ou A>0
est le coefficient de tension superficielle et S l'aire de l'inter-
face air-liquide. En comparant les deux formes de surface
libre de la figure 3, évaluer ¢ en fonction de & et b puis jus-
tifier le role modérateur de la tension superficielle.

re 3

« W W W%




exercice 3 : vidange d'un réservoir

Un grand réscrvoir est remph d’un liquide de masse volumique . A la hanteur h = 0,8 m
au-dessous de sa surface libre, un tuvan d'évacuation horizontal, de faible section et de longoeur
a = 0,5 m est fermé par une vanne V. On ouvre brusquement V & l'instant r = 0. A un instant ¢
uliérnicur, on admet que le niveau du réservoir ne vane pas et que la vitesse v est nulle dans ot le
volume de celui-ci; le long de la conduite, on a, a prieri, v = v(x,u,, 0 < x < a désignant une
abscisse comptée & partir de 1"entrée de la conduite (figure 11.3).

B

Fig. 11.3

® | Eta]:l]:irqul: n ne dépend pas de &
s 2) Donner la valeur 1 de v correspondant & 1 — oo. Application numérique avec g = 10 ms™ 2

¢ 3) En unlisant une relation de Bernoulli , montrer que, & r donné, la
pression P dans la conduite est une fonction affine de x.

e 4) Ewablir une équation différenticlle décrivant 1"évolution de v (f). Intégrer celle-ci en posant
T = lu‘fﬁflg.fr. Quelle est la signification physique du paramétre 7 7 Calculer numériquement la

durée T au bout de laguelle la vitesse dans la conduite ne différe plus que de | % de =a valeur dans
le régime permanent de vidange. Conclure en ¢2 qui concerné un calcul de temps de vidange.

indice 4): Obtenir une relation entre B et C, les deux points sont supposés sur une méme ligne de courant

On donne:

%ta:nh._l (1) = 1—11;,2

tanh™1(0) = 0, tanh(0) = 0, lim tanh(u) =1

U—+00
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3 Formulaire mathématique

3.1 Le gradient
Définition : df(’l[ = gmdf ’l[ AN

Conséquence : # fd S = f]] ulad fdv

Expression en coordonnées cartésiennes, cylindriques, sphériques:

of of

() — 8F | 1By _ | 1%
grad(f) = ay | ro8 — r 90
of o7 1 0f
Oz rsinf de

3.2 La divergence

Définition : #Ed@ = ///div(a dV
b ?

Expression en coordonnées cartésiennes, cylindriques,

a-ﬂm _|_ 8ﬂ,y _I_ 8ﬂ~

dl\r(a{}) = 15(1".-1?} _|_ 1309 1+ 5‘&»

T
1 8(-?2(1?-) _|_ 1 :5'(3111 Bag) 4 1 O(ay)
r2  ar rsinf a6 rsinfl Jp

3.3 Le rotationnel

Définition : j{ g.dl = f/ rot(&).dsS
I
¥

Expression en coordonnées cartésiennes, cvlindriques, sphériques:
A(sinfa,)

sphériques:

aaz _ ﬁay l% _ % 1
dy = r 00 aaz rsinf
Gt(@) = | e - fa = | T b
' _ gz BT - Bz 8?‘ -
ay _ Oa, 10(rag) _ 10ar
dx Ay r Or r 06

3.4 Le laplacien scalaire

Définition : Af = div( gr;ld 1)

Expression en coordonnées cartésiennes, cyvlindriques, sphériques:

L _Oag

rsinf Oy
19(ray)

r Or

1 da,

r 06



§§+§§+§£
2
Af = %i(}_f)+;lgﬁf+g_z§_ 2
28 3] 7]
;lfﬁi( 8_{) r2sinf ai(‘alllﬁ f) rzslint‘?%é

3.5 Le laplacien vectoriel

Définition : Ad = grad(diva) — rot(rota)
Expression en coordonnées cartésiennes:

3.6 L’opérateur symbolique nabla \V

9
L |5
En coordonnées cartésiennes, on peut noter, avec V = %
0z
V[ =eradf
V.d = divd
V A d = rotd

3.7 Opérations sur les opérateurs vectoriels

gr?&d( fa)=1 gr;idg — ggrﬁd f
div(fd) = fdiva + gradf.@
rot(f@) = frota + gradf A @
div(rotd) = 0

1‘51;(;;1‘3(1 =0

(d. glad)a = g,l?da— — d Arotd
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